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a 菊 件 《 儿 何 王 》 和 基于 太 数 据 的 评价 软件 《思维 王 》. 将 教师 一 
般 的 教学 思路 ， 从 单纯 记忆 与 是 术 发 展 到 具有 科学 性 的 思维 过 程 训练 , 为 各 种 水 平 的 学 生 
学习 几何 提供 下 要 好 的 环境 与 平台 ， 也 是 一 个 较为 全 面 的 教 与 学 的 实验 平台 
E” 遍 二 一 一 北京 大 学 教授 林 建 衬 
a 
应 用 信息 授 坟 使 学 是 几何 证 明丽 思维 可 视 化 , 引导 学 生 在 证 明 题目 的 过 程 中 形成 正确 的 数 
学 思维 方式 等 “ 
一 一 华东 师范 大 学 教授 王 吉 庆 
乔布斯 间 :“ 为 什么 计算 机 改变 了 儿 乎 所 有 领域 , 却 唯 独 对 学 校 教育 的 影响 小 得 令 人 吃 
惊 ? ”本 书 应 用 互联 网 技术 实现 学 生 数学 思维 过 程 的 可 视 化 与 精准 测评 , 对 此 作出 令 人 惊喜 的 
回答 
一 一 华东 师范 大 学 教授 视 智 让 


传统 的 平面 儿 何 教学 和 互联 网 技术 的 交互 融合 ， 学 生 在 电脑 上 能 够 形象 地 看 到 思维 的 过 
程 , 有 益 于 启迪 思维 , 提升 思维 品质 - 
一 一 上 海 师范 大 学 教授 ” 鼻 刚 


以 忠 维 过 程 的 可 视 化 ,可 测评 化 为 核心 技术 的 智慧 教育 软件 的 成 功 研制 , 是 思维 科学 和 大 
成 知 正 研究 的 基础 性 工程 之 一 , 也 是 人 工 智能 研究 的 基础 性 工程 之 一 ， 
一 一 上 海 思维 科学 研究 会 会 长 、 上 海 海事 大 学 教授 “ 轧 嘉 礼 


几何 证 明 思 路 复杂 , 要 揭示 学 生 的 思维 路 线 图 , 是 个 世界 性 难题 , 看 到 《几何 王 》 和 《思维 
王 》 软件 , 我 惊喜 地 感到 走出 了 可 喜 的 一 步 
一 一 上 海 市 徐汇 区 教育 学 院 教授 ” 陈 水 明 
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上 海 市 第 十 届 政 协 副 主 席 、 上 海 科 技 成 果 转 化 促进 会 会 长 .上海 市 教育 发 
展 基金 会 理事 长 王 琳 华 同 志 为 本 书 题词 : 


渤 生 -在外 看 广大 学 
咋 圣 蔓 扫 季 补 铝 何人 
妇 .也 业 安 现 拉丁 汽 
了 学 4 嵌 学 作 起 共享 
信 血 几何 各 学 、 过 宫 碟 
WY 鲍 是 . 
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平面 几何 ,是 初中 教育 阶段 培养 学 生 思 维 能 力 ( 包 括 直觉 思维 .逻辑 思维 和 
创新 思维 ) 最 基础 ,最 重要 的 学 科 之 一 ,在 学 生成 长 的 这 一 特定 年 龄 段 , 至 今 国 
内 外 都 无 法 用 另 一 门 学 科 来 取代 它 .然而 ,平面 几何 恰恰 又 是 长 期 以 来 老师 难 
教 ,学 生 难 学 的 一 门 学 科 , 多 少 没 有 输 在 起 跑 线 上 的 孩子 , 却 绊 倒 在 了 几何 线 
上 . 究 其 原因 ,就 是 传统 的 几何 教学 无 法 揭示 和 讲 清楚 几何 问题 分 析 方 法 的 规律 
性 ,老师 无 法 正面 \ 直接、 准确 清晰 地 回答 学 生 的 问题 一 一 老师 ,这 个 问题 的 
证 明 方 法 ,你 是 怎么 想 出 来 的 ?” 

为 了 探索 几何 问题 分 析 方法 的 规律 性 ,从 根本 上 解决 几何 教学 的 难题 , 笔 
者 在 近 20 年 研究 的 基础 上 ,于 20 世纪 70 年 代 末 ,首创 并 提出 了 一 种 新 的 分 析 
方法 一 一 基本 图 形 分 析 法 .由 于 基本 图 形 分 析 法 能 揭示 几何 问题 分 析 方 法 的 规 
律 性 ,能 讲 清楚 对 一 个 几何 问题 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 思维 过 程 ,尤其 是 可 以 
讲 清楚 一 条 一 条 辅助 线 是 怎样 想 出 来 的 道理 ,老师 讲 得 清楚 明白 ,学 生 能 够 学 
会 掌握 ,所 以 这 种 方法 一 经 问世 ,就 引起 数学 教育 界 的 高 度 关注 和 重视 ,并 在 许 
多 学 校 迅速 地 得 到 推广 应 用 ,取得 了 很 好 的 效果 ,产生 了 良好 的 社会 影响 . 

基本 图 形 分 析 法 提出 以 后 ,经 过 了 近 40 年 的 发 展 ,在 逐步 形成 完整 系统 的 
基础 上 ,也 展现 了 两 个 方面 的 特点 :一 是 对 每 一 个 基本 图 形 ,都 清楚 地 论述 了 它 
的 应 用 条 件 和 应 用 方法 (包含 了 添加 辅助 线 的 方法 ) ;二 是 对 每 一 个 基本 图 形 的 

应 用 条 件 和 应 用 方法 都 能 用 规范 化 的 语言 来 准确 地 阐述 .也 就 是 说 ,在 这 样 的 基 
础 上 ,学 习 者 对 拿 到 一 个 几何 问题 后 是 怎样 想 的 ,是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 ,就 
可 以 做 出 清楚 ,准确 的 回答 .这 就 是 几何 问题 的 分 析 、 思 维 过 程 的 展示 ,几何 教学 
真正 实现 了 从 追求 前 人 思维 成 果 的 获取 、 记 忆 到 追求 思维 过 程 的 培养 .训练 和 
形成 这 一 飞跃 . 
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以 电脑 互联 网 为 核心 技术 的 信息 时 代 的 来 临 ,对 平面 几何 这 一 学 科教 育 
的 发 展 来 说 ,无 疑 带 来 了 机 遇 和 挑战 .然而 ,融合 点 、 切 入 点 在 哪儿 呢 ? 在 平面 儿 
何 教 学 中 ,怎样 才能 充分 地 ,甚至 是 淋漓 尽 致 地 发 挥 信息 技术 的 优势 呢 ? 根据 
多 年 来 的 研究 ,我 们 认为 将 以 基本 图 形 分 析 法 为 基础 理论 的 几何 问题 的 分 析 、 
思维 过 程 ,用 信息 技术 在 电脑 等 移动 终端 上 形象 地 一步 一 步 地 展示 出 来 ,应 该 
是 一 项 极 具 挑战 性 ,但 又 是 值得 我 们 为 之 而 奋斗 的 事业 .经 过 多 年 的 努力 ,我 们 
研制 成 功 了 以 思维 过 程 的 可 视 化 为 核心 技术 的 智慧 教育 软件 一 《几何 王 ) 初 
中 平面 几何 学 习 软 件 .2015 年 1 月 ,《 几 何 王 ) 软 件 已 成 功 接 入 “国家 教育 资源 公 
共 服 务 平台 (n.eduyun.cn)”. 日 前 ,我 们 又 研制 成 功 并 正式 上 线 运 行 一 款 新 颖 的 
智慧 教育 软件 一 (学生 思 维 过 程 的 显示 和 评价 系统 一 一 (思维 王 )( 初 中 数 
学 )》. 

近 几 年 来 ,为 了 提高 初中 数学 教师 在 课堂 教学 中 常态 化 应 用 《几何 王 》 软 件 
的 能 力 , 在 上 海 市 教委 和 上 海 市 杨浦 区 教育 局 的 领导 ,关心 和 支持 下 ,我 们 在 上 
海 市 初中 数学 教师 职务 培训 工作 中 ,开办 了 十 多 期 "现代 教育 信息 技术 和 平面 
几何 教学 研究 "专题 培训 班 , 取 得 了 显著 的 成 效 ,受到 了 参加 学 习 的 老师 们 的 欢 
迎 和 好 评 . 同 时 ,许多 老师 也 期 望 培训 的 内 容 能 尽早 成 书 , 以 方便 他 们 在 日 常 教 
学 中 参考 使 用 . 

为 此 ,我 们 在 原 有 的 教学 内 容 的 基础 上 ,根据 老师 们 的 要 求 , 充 实 内 容 编撰 
成 书 .本 书 的 编写 有 以 下 几 方 面 的 特点 : 

第 一 ,基本 图 形 分 析 法 的 论述 和 智慧 教育 软件 的 研制 ,都 必须 建立 在 科学 
性 的 基础 上 , 才 有 可 能 取得 成 功 ,而 我 们 以 往 的 几何 教学 在 很 多 方面 却 还 处 于 
经 验 教 学 的 层面 .所 以 ,首先 需要 论述 的 就 是 怎样 从 经 验 教学 发 展 . 升 华 到 科学 
教学 的 层面 ,而 基本 图 形 分 析 法 和 智慧 教育 软件 的 相继 问世 ,就 是 这 种 发 展 、 升 
华 的 结果 . 

第 二 ,我 们 的 智慧 教育 软件 是 以 基本 图 形 分 析 法 为 基础 理论 的 .关于 基本 图 
形 分 析 法 的 论述 是 本 书 的 基本 的 、 主 要 的 内 容 .但 本 书 并 不 是 论述 基本 图 形 分 析 
法 的 专著 ,不 可 能 对 这 种 分 析 方 法 作 完整 的 ,详尽 的 介绍 ,所 以 我 们 只 选用 了 在 
几何 教学 中 最 重要 的 ,也 是 老师 .学 生 最 需要 的 三 部 分 内 容 , 即 等 腰 三 角形 、 全 
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等 三 角形 .相似 三 角形 进行 介绍 和 论述 .即使 是 这 样 ,对 每 一 个 基本 图 形 的 应 用 
也 只 能 选 讲 一 两 个 ,最 多 也 就 是 几 个 例题 ,可 能 会 给 读者 带 来 一 种 意犹未尽 的 
感觉 . 当 读者 需要 获得 更 多 的 信息 、 阅 读 更 多 的 内 容 时 ,都 可 根据 本 书 提供 的 账 
号 ,直接 登陆 网 站 后 ,打开 软件 进行 浏览 ,这 也 就 成 为 本 书 适应 “互联 网 十 ”的 形 
势 发 展 要 求 的 一 个 特色 . 

第 三 ,基本 图 形 分 析 法 是 以 展示 思维 过 程 为 特点 的 ,是 这 种 方法 最 显著 的 
优势 .所 以 ,本 书 撰写 的 方法 就 必须 满足 展示 思维 过 程 的 要 求 , 也 就 是 每 一 道 例 
题 的 图 形 是 要 随 着 分 析 过 程 的 进行 而 不 断 发 展 , 不 断 变化 的 .每 推进 一 段 分 析 ， 
尤其 是 每 添加 一 条 辅助 线 ,都 必须 要 用 新 的 图 形 来 展示 .每 一 道 例题 都 会 有 若干 
个 .甚至 很 多 个 图 形 , 读 者 可 以 将 每 一 个 图 都 和 相应 的 分 析 语 言 配 合 起 来 阅读 ， 
易于 较 快 地 领悟 其 中 的 道理 . 

第 四 ,本 书 是 以 介绍 .论述 思维 过 程 为 特点 的 ,对 每 一 个 例题 的 介绍 都 只 摆 
写 分析 过 程 ,而 略 去 了 证 明 过 程 . 作 为 成 功 的 几何 教学 来 说 ,学 生 掌握 分 析 过 程 
的 意义 、 价 值 和 重要 性 要 远 远 超 过 证 明 过 程 .没有 正确 的 分 析 过 程 ,正确 的 证 明 
过 程 不 会 从 天 上 掉 下 来 ,而 有 了 正确 的 分 析 过 程 ,再 加 上 规范 化 的 表达 训练 , 正 
确 的 证 明 过 程 就 是 必然 的 归 答 . 

第 五 ,以 在 电脑 上 形象 地 .一步 一 步 地 展示 几何 问题 的 思维 过 程 为 特点 ,以 
思维 过 程 的 可 视 化 技术 为 核心 技术 的 《几何 王 ) 软 件 , 是 一 项 将 信息 技术 和 平面 
几何 教学 实现 深度 融合 的 创新 成 果 , 现 在 已 被 许多 老师 称 为 是 思维 过 程 的 “ 脑 
CT”. 软 件 的 应 用 ,将 有 力 地 推进 我 国信 息 技 术 在 学 科教 学 课堂 教 学 中 常态 化 
应 用 的 进程 ,提高 常态 化 应 用 的 水 平 .为 此 ,本 书 在 介绍 《几何 王 》 软 件 的 操作 应 
用 方法 的 同时 ,还 论述 了 关于 在 课堂 教学 中 常态 化 使 用 软件 的 要 求 和 方法 ,并 
介绍 了 相关 的 应 用 实例 . 

第 六 ,学 生 思维 过 程 的 显示 和 评价 系统 一 《思维 王 ) 软 件 ( 初 中 数学 ) ,是 
我 们 最 新 的 ,具有 独创 性 的 研究 成 果 . 这 一 软件 系统 要 实现 的 目标 是 对 学 生 的 思 
维 能 力 、 思 维 水 平 . 思 维 品 质 进 行 评价 .这 是 一 项 更 具 挑 战 性 的 工作 .由 于 本 书 是 
对 这 一 研究 成 果 的 最 新 、 最 快 的 介绍 ,所 以 只 能 是 作 概 要 性 的 论述 . 

本 书 是 一 本 论述 平面 几何 教学 (尤其 是 基本 图 形 分 析 法 ) 和 信息 技术 进行 
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深度 融合 的 专著 ,目的 是 将 平面 几何 问题 的 思维 过 程 进行 剖析、 展示 ,奉献 给 广 
大 读者 ,因此 定名 为 《透明 的 几何 》. 它 可 以 作为 初中 数学 教师 的 平面 几何 教学 参 
考 书 ,也 可 以 作为 学 生 学 习 、 学 好 平面 几何 的 学 习 指导 或 自学 用 书 ,还 可 以 用 作 
初中 数学 教师 职务 进修 的 教材 . , 

本 书 的 撰写 、 出 版 ,得 到 了 上 海 市 教委 、 上 海 科技 成 果 转 化 促进 会 .杨浦 区 
教育 局 ,杨浦 区 教师 进修 学 院 、 上 海 教育 出 版 社 的 关心 支持 和 帮助 ,华东 师范 
大 学 王 吉 庆 教 授 也 给 予 了 专业 的 指导 和 帮助 ,在 此 致 以 诚挚 的 谢意 ! 

由 于 笔者 水 平 所 限 , 对 于 本 书 的 不 当 之 处 , 望 广大 读者 给 予 批 评 指正 . 
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第 一 章 ”透明 的 思维 


第 一 节 ”思维 过 程 教学 的 重要 性 


“老师 ,你 拿 到 这 个 问题 的 时 候 是 怎么 想 的 ?为 什么 你 想 得 出 来 ,我 想 不 
出 来 ?” 

这 是 一 个 充满 着 求知 欲 的 问题 ,是 学 生 心 中 最 疑惑 的 问题 ,也 是 每 一 位 老 
师 在 教学 过 程 中 遇 到 的 频率 相当 高 的 问题 . 

从 教育 所 追求 的 崇高 目标 来 看 , 面 对 这 样 一 个 问题 ,老师 理应 回答 , 拿 到 这 
个 问题 的 时 候 ,自己 是 怎样 想 的 ,是 从 哪个 条 件 、 性 质 开始 思考 的 ,是 怎样 一 步 
一 步 想 出 来 的 .然而 ,深入 地 看 一 看 我 们 教学 中 的 实际 情况 ,就 可 以 发 现 事实 并 
非 如 此 ,这 样 一 个 看 似 很 简单 的 问题 , 却 常常 可 以 难 倒 许 多 老师 ,甚至 不 少 优秀 
的 资深 教师 . 

这 是 什么 道理 呢 ? 

多 少年 来 ,我 们 的 教育 普遍 重视 的 是 知识 的 传授 和 技能 的 训练 ,而 弱化 了 
思维 能 力 的 培养 .尽管 不 少 教育 界 的 有 识 之 士 也 明白 培养 能 力 ,尤其 是 思维 能 力 
的 重要 性 ,但 由 于 人 们 对 能 力 发 展 规律 性 的 认识 局 限 、 缺 少 科 学 方法 的 指导 以 
及 其 他 种 种 原因 ,因此 思维 能 力 的 培养 和 发 展 一 直 处 于 一 种 被 弱化 、 被 抑制 的 

“ 师 者 ,所 以 传道 受 业 解 惑 也 ”作为 一 种 教育 思想 、 教 育 观 念 甚至 教育 理念 ， 
深 深 地 影响 着 我 们 一 代 又 一 代 的 老师 ,直到 今天 ,许多 老师 也 还 是 仅仅 将 传授 
知识 看 作 自己 的 天 职 .其 实 , 在 我 们 的 传统 教育 理念 中 ,也 不 乏 强 调 思维 能 力 培 
养 的 警句 格言 ,如 "学 而 不 思 则 峰 , 思 而 不 学 则 至 交 授 人 以 鱼 ,不 如 授 人 以 渔 ” 
“ 事 要 知 其 所 以 然 “ 读 书 之 法 ,在 循序 而 渐进 , 熟 读 而 精 思 ”, 等 等 .然而 ,这 些 重 
要 的 道理 对 当今 教育 所 产生 的 影响 是 十 分 有 限 的 . 

翻 开 我 们 的 教材 和 各 种 各 样 的 教学 参考 资料 ,几乎 所 有 的 内 容 都 定位 在 
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“这 样 做 “做 给 你 看 “这 样 做 了 就 会 得 到 什么 “示范 解 题 过 程 和 结果 ”的 层面 
上 ,没有 针对 思维 过 程 的 阐述 和 介绍 .许多 教案 甚至 被 评 为 优秀 的 教案 ,其 最 重 
要 的 内 容 也 常常 是 从 教学 参考 书 上 大 段 大 段 摘抄 过 来 的 解 题 结 果 . 在 课堂 教学 
中 ,许多 老师 几乎 从 来 没有 给 学 生 提 出 过 这 样 的 问题 ;你 是 从 哪里 开始 思考 
的 ? 为 什么 你 会 这 样 想 ?当然 ,也 有 不 少 老师 ,由 于 体会 到 培养 学 生 思维 能 力 
在 教学 中 的 重要 性 ,因此 尽力 在 教学 中 给 学 生 进 行 分 析 , 讲 述 思维 过 程 ,但 因为 
大 多 是 在 自己 积累 的 经 验 基 础 上 进行 讲述 ,所 以 常 有 不 少 关 键 的 思维 节点 讲述 
不 清 ,这 就 难免 出 现 老师 认为 已 讲 了 ,学 生 却 依然 一 头 雾 水 的 情况 .如 在 几何 教 
学 中 ,有 的 老师 会 介绍 一 种 分 析 方 法 叫 " 两 头 凑 ”, 就 是 从 条 件 开始 推理 思考 , 若 
几 步 下 来 无 法 解决 ,再 从 结论 开始 逆向 思考 ,然后 将 两 边 建立 联系 ,完成 分 析 解 
答 .实际 上 ,分 析 的 几 个 步骤 不 是 关键 ,关键 的 恰恰 是 "两头 凑 ” 到 某 一 步 的 时 候 ， 
这 座 架 起 来 的 “ 桥 ” 是 怎么 想到 的 .这 个 关键 问题 不 解决 ,实质 上 依旧 没有 打通 对 
问题 的 分 析 思 路 .由 此 可 见 , 教 育 发 展 所 要 解决 的 一 个 根本 问题 ,就 是 要 从 重视 
“怎么 做 ”到 重视 并 落实 “怎么 想 ”. 杰 出 的 科学 家 爱 因 斯 坦 也 指出 :“ 学 习 知 识 要 
善于 思考 ,思考 ,再 思考 .” 讲 的 也 就 是 这 个 道理 . 

“怎么 想 ” 的 问题 ,本 质 上 就 是 一 个 思维 的 问题 ,或 者 说 也 就 是 一 个 思维 能 
力 培 养 的 问题 .种 种 教育 现象 足以 说 明 ,落实 思维 能 力 的 培养 对 我 们 教育 的 发 展 
来 讲 ,是 必须 面 对 的 严峻 挑战 . 

思维 过 程 的 教学 之 所 以 重要 ,是 因为 人 的 一 切 解 决 实际 问题 的 方法 都 是 想 
出 来 的 ,人 的 一 切 创新 创造 成 果 也 都 是 想 出 来 的 ,不 是 背书 背 出 来 的 ,是 思维 的 
结果 ,是 展现 思维 能 力 的 结果 .从 根本 上 讲 , 科 学 的 发 展 ,社会 的 进步 , 哪 一 项 成 
果 不 是 人 们 想 出 来 的 ! 那么 ,思维 和 思维 能 力 是 通过 什么 来 展现 的 呢 ? 这 就 是 
思维 的 过 程 . 

教育 的 启蒙 阶段 .起 始 阶段 ,或 者 讲 第 一 个 阶段 是 什么 ? 实际 上 就 是 通过 
模仿 进行 学 习 的 阶段 ,教师 通过 示范 .手把手 教 ,学 生 主 要 通过 模仿 来 进行 学 
习 , 并 取得 学 会 的 结果 .学 习 思 维 、 培 养 思维 能 力 的 开始 ,显然 也 应 该 是 模仿 . 那 
么 ,模仿 什么 ,怎么 模仿 ,就 是 两 个 不 可 回避 的 问题 .在 实际 教学 中 ,教师 不 能 光 
讲 有 关 思 维和 思维 能 力 的 知识 ,因为 这 些 知 识 对 许多 学 生来 说 ,即使 都 掌握 了 ， 
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甚至 都 记 住 背 下 来 了 , 翁 怕 也 还 是 不 知道 怎样 去 具体 地 思维 .这 时 老师 就 必须 要 
讲 拿 到 这 个 问题 是 怎样 开始 进行 思维 的 ,而 只 要 老师 一 开口 ,就 马上 会 发 现 是 
在 讲 思维 过 程 ,这 时 学 生 能 够 模仿 的 就 是 老师 思维 的 过 程 . 

当然 ,有 的 老师 ,特别 是 已 经 有 相当 教龄 的 惯用 传统 方法 进行 教学 的 老师 ， 
会 提出 一 个 问题 :我 们 过 去 并 没有 重视 思维 过 程 的 教学 ,不 照样 能 培养 出 一 批 
优秀 的 .思维 能 力 很 强 的 学 生 吗 ? 其 实 , 从 教育 所 承担 的 社会 功能 来 讲 , 当然 是 
要 提高 受 教育 者 的 素质 层次 ,培养 人 才 , 而 任何 一 种 形式 的 教育 都 能 或 多 或 少 
培养 出 一 批 思 维 能 力 强 的 优秀 学 生 、 优 秀 人 才 , 但 采用 不 同 的 教育 形式 .教育 方 
法 和 教育 手段 ,所 培养 出 来 的 优秀 学 生 、 优 秀 人 才 的 比例 是 不 一 样 的 ,教育 的 效 
率 也 是 不 一 样 的 ,甚至 可 能 有 很 大 的 差异 .重视 思维 过 程 的 教学 和 不 重视 思维 过 
程 的 教学 ,在 教学 的 效果 和 效率 方面 ,用 不 了 多 长 时 间 , 就 会 展现 出 差异 来 ,这 
已 经 被 大 量 的 实验 学 校 的 教学 实践 所 证 实 . 

对 学 生 思维 能 力 的 培养 ,实际 上 是 从 对 老师 的 思维 活动 的 模仿 开始 的 ,所 
以 老师 必须 要 讲 清楚 自己 解决 每 一 个 问题 的 思维 过 程 ,从 重 在 讲 * 怎 么 做 ?到 重 
在 讲 “ 怎 么 想 ”, 这 样 学 生 就 可 以 从 模仿 开始 ,一 步 一 步 地 学 会 自己 去 进行 思考 . 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 ) 


第 二 节 ”思维 过 程 的 内 涵 


从 根本 上 讲 , 思 维 过 程 的 内 涵 包 含 着 以 下 四 个 部 分 的 内 容 . 

第 一 , 拿 到 一 个 问题 以 后 是 怎样 想 的 ? 这 个 问题 是 思维 过 程 的 起 始点 ,是 
源头 ,实际 上 问题 常常 就 决定 了 思考 一 个 问题 的 思维 轨迹 . 

每 个 人 在 拿 到 一 个 需要 解决 的 问题 时 ,都 会 先 考虑 从 什么 地 方 下 手 , 从 什 
么 性 质 开始 思考 .选择 从 A 性 质 开始 思考 ,思维 过 程 可 能 很 顺畅 ,问题 也 很 快 得 
到 解决 ;而 选择 从 B 性质 开始 思考 ,思维 过 程 很 可 能 就 会 遇 到 困难 其 至 走向 歧 
路 .那么 ,为 什么 有 的 人 能 够 顺利 地 想到 正确 的 解法 呢 ? 

当 一 个 人 开始 思考 一 个 问题 时 ,由 于 解决 问题 的 正确 思路 并 不 清楚 ,因此 
通常 都 会 先 思考 解决 问题 的 思路 有 哪些 可 能 性 或 者 解决 问题 的 大 致 方向 ,这 时 
常常 就 表述 为 “ 拿 到 这 个 问题 时 ,我 首先 想到 了 哪 几 种 可 能 性 ?或 者 "我 是 从 这 
个 方向 (这 个 角度 ) 开 始 思考 的 .有 的 问题 是 从 观察 开始 的 ,这 时 常常 就 表述 为 
“ 拿 到 这 个 问题 后 ,首先 进行 观察 ,通过 观察 发 现 它 具 有 怎样 的 特征 ,于 是 我 想 
到 要 用 怎样 的 方法 去 解决 问题 ”还 有 的 问题 的 思考 是 从 进一步 准确 理解 问题 的 
意义 ,从 而 抓 住 问题 的 关键 开始 的 ,等 等 . 

对 于 拿 到 一 个 问题 以 后 如 何 思考 这 样 一 个 思维 起 始 源 的 问题 ,在 具体 展示 
时 ,还 会 出 现 两 种 情况 :一 种 就 是 思维 的 起 始 源 完全 建立 在 逻辑 关系 的 基础 上 ， 
这 时 就 可 以 直接 应 用 逻辑 推理 方法 来 进行 表述 ; 男 一 种 就 是 思维 的 起 始 源 是 建 
立 在 非 逻 辑 关 系 的 基础 上 ,看 上 去 常常 没有 明确 的 因果 联系 ,要 表述 思维 很 不 
容易 ,需要 下 一 定 的 功夫 来 实现 . 

由 于 教师 在 教学 中 或 考试 中 给 出 的 问题 ,常常 会 包含 着 多 个 表述 为 条 件 和 
结论 的 性 质 , 所 以 从 不 同 的 性 质 开 始 思考 ,就 会 指向 多 种 可 能 性 .对 这 多 种 可 能 
性 的 思考 ,就 是 一 次 扩散 思维 的 过 程 .而 在 这 多 种 可 能 性 中 ,确定 从 哪 一 种 可 能 
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性 开始 着 手 , 就 是 一 次 集中 思维 的 过 程 .如 此 进行 一 次 完整 的 创新 思维 过 程 ,也 
就 是 思维 过 程 的 第 一 个 环节 .由 此 可 见 ,思维 过 程 的 展示 ,首先 要 做 的 就 是 对 这 
一 个 环节 中 遇 到 的 这 两 个 方面 的 问题 作出 科学 性 而 非 经 验 性 的 、 碰 运气 的 回答 . 

在 我 们 目前 的 教学 活动 中 ,“ 拿 到 一 个 问题 后 是 怎样 想 的 ”还 是 一 个 使 用 频 
率 并 不 很 高 的 问题 ,对 不 少 教师 来 说 ,有 了 时 甚至 是 一 个 刻意 回避 的 问题 ,也 就 不 
易 取 得 理想 的 教学 效果 . 

有 一 次 ,我 在 听 完 一 节 公 开课 以 后 , 找 了 三 个 学 生 , 以 下 就 是 我 们 之 间 的 一 
段 对话 . 

我 :今天 上 课 的 第 二 个 例题 你 们 懂 了 吗 ?” 

生 ( 不 假 思 索 ):“ 懂 了 .” 

我 :“ 那 么 ,是 老师 讲 了 以 后 才 懂 的 ,还 是 你 们 自己 想 出 来 的 ?” 

他 们 想 了 一 想 以 后 又 回答 :“ 是 自己 想 出 来 的 .” 

我 :“ 很 好 , 那 你 们 就 说 一 说 ,你 们 当时 是 怎样 想 出 来 的 ?” 

结果 ,三 个 学 生 给 出 了 三 个 不 同 的 回答 :“ 老 师 , 我 想 也 已 经 想 出 来 了 ,你 何 
必 还 要 问 这 个 问题 ?”“ 你 这 个 老师 很 怪 的 ,我 们 老师 从 来 不 问 我 们 这 种 问题 .” 
“老师 ,我 就 是 东 想 想 , 西 想 想 , 嗨 ! 给 我 想 出 来 了 .” 

这 就 是 一 次 课堂 教学 效果 的 直接 展现 ,可 见 思维 过 程 教学 现状 之 严峻 .在 这 
里 也 可 以 实事 求 是 地 看 到 ,第 三 位 学 生 给 出 的 回答 说 明了 他 真 的 是 自己 想 出 来 
的 ,然而 也 正 是 碰 上 了 运气 ,如 果 在 某 次 考试 时 没有 这 样 的 运气 呢 ? 显然 ,对 于 
“ 拿 到 一 个 问题 后 是 怎样 想 的 ” ,不仅 对 学 生 ,甚至 对 不 少 教师 来 说 ,都 还 是 一 个 
相当 困惑 的 问题 . 

根据 我 们 对 实际 教学 状态 的 调查 ,目前 有 不 少 学 生 拿 到 一 个 问题 后 ,首先 
想 的 是 :这 个 问题 看 到 过 没有 ? 这 道 题目 老师 讲 过 没有 ? 这 道 题目 自己 做 过 没 
有 ? 如 果 这 道 题目 是 老师 讲 过 的 ,自己 做 过 的 ,就 会 马上 回忆 当时 老师 是 怎么 
讲 的 ,自己 是 怎么 做 的 .如 果 这 道 题目 是 老师 没有 讲 过 的 ,自己 没有 做 过 的 ,这 些 
学 生 常常 无 所 适 从 , 连 仔 细 思 考 一 下 的 勇气 也 没有 ,失去 了 解 题 的 方向 和 走向 
成 功 的 信心 ,这 样 的 学 生 为 数 不 少 .当然 ,也 有 的 学 生 拿 到 一 个 问题 后 ,就 是 漫 无 
目的 地 东 想 西 想 ,完全 想 靠 碰 运气 来 解决 问题 ;还 有 的 学 生 拿 到 问题 后 ,就 是 先 
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用 一 种 方法 试 试看 ,不行 再 换 另 一 种 方法 ,希望 多 试 几 次 以 后 ,就 能 走向 成 功 .种 
种 现象 表明 ,许多 学 生 表现 出 来 的 状态 就 是 不 会 思考 ,不 知道 应 怎样 着 手 进 行 
正确 的 思考 . 

对 教师 来 说 , 讲 清楚 “ 拿 到 一 个 问题 后 是 怎样 想 的 ”应 该 是 教学 的 基本 功 . 然 
而 ,实际 备课 时 ,许多 教师 都 是 直接 从 教学 参考 资料 上 找 题 目 , 直 接 引用 答案 .在 
这 个 过 程 中 ,有 相当 一 部 分 教师 并 没有 真正 思考 过 “ 拿 到 一 个 问题 后 是 怎样 想 
的 ”, 也 缺少 对 这 样 一 个 重要 问题 的 切身 体会 .当然 ,也 可 能 有 一 些 教师 尝试 思考 
过 ,但 要 真正 想 通 每 一 个 问题 要 耗费 不 少时 间 , 在 日 常 的 教学 备课 过 程 中 常常 
不 允许 他 们 去 花费 这 样 的 时 间 和 精力 .即使 有 为 数 不 多 的 教师 也 确实 讲 了 “ 拿 到 
这 个 问题 后 是 怎样 想 的 ”, 也 都 是 在 知道 了 解 题 的 结果 以 后 ,采用 一 种 客观 的 表 
述 给 出 一 种 解释 性 的 ,希望 能 “自圆其说 ”的 说 法 ,并 不 是 对 上 述 问题 的 真实 
回答 . 

重视 思维 过 程 的 教学 ,每 一 位 教师 都 应 该 首先 花 大 力气 ,下 苦 功 夫 , 思 考 、 
研究 、 记 录 、 表 述 自己 拿 到 这 个 问题 后 是 怎样 想 的 ,将 这 个 过 程 记录 下 来 ,表达 
出 来 .我 们 相信 ,教师 们 的 教育 水 平 、 教 学 能 力 都 会 在 这 个 过 程 中 得 到 显著 的 
提高 . 

第 二 ,问题 的 解决 办 法 是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 ? 这 是 思维 过 程 的 核心 内 
容 , 这 里 最 重要 的 内 容 就 是 "一步 一 步 ? 地 具体 展示 思维 活动 的 全 过 程 . 

人 思考 一 个 问题 的 思维 过 程 , 总 是 一 步 一 步 向 前 发 展 、 推 进 并 最 终 完 成 
的 .所 以 ,将 思维 结果 整体 地 介绍 ,许多 学 生 难 免 会 不 理解 这 个 结果 是 怎样 想 出 
来 的 . 

例如 ,目前 我 们 所 使 用 的 几何 教材 .参考 书 、 习 题 册 甚至 解 题 酬 典 ,几乎 所 
有 问题 都 只 有 一 个 已 经 完成 解 题 的 .所 有 辅助 线 都 已 经 添加 完成 的 图 ,显然 在 
这 样 的 图 中 ,思维 过 程 已 经 被 简略 或 隐 掉 了 ,学 生 当 然 就 很 难 体 会 到 思维 的 过 
程 和 思维 过 程 对 于 几何 学 习 的 重要 性 . 

人 的 思维 活动 是 具有 纵向 计时 性 的 ,无 论 是 以 分 、 秒 为 计时 单位 ,还 是 以 小 
时 ,日 为 计时 单位 ,思维 活动 总 是 伴随 着 这 一 个 一 个 前 后 衔接 的 时 间 单 位 ,一 步 
一 步 ,一 个 环节 一 个 环节 地 推进 、 发 展 和 演变 ,最 终 构成 整个 思维 活动 的 全 过 程 . 
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思维 过 程 是 一 步 一 步 来 展示 的 ,存在 从 上 一 步 想到 下 一 步 的 衔接 问题 .从 思 
维 本 身 来 分 析 , 就 是 一 个 怎样 想 下 去 、 由 这 一 步 或 这 一 个 性 质 可 以 想到 什么 的 
问题 .由 于 这 里 出 现 的 是 一 种 因果 关系 ,人 们 首先 想到 的 就 是 逻辑 推理 .也 就 是 
说 ,一 个 人 所 进行 的 思维 活动 如 果 仅仅 是 逻辑 思维 ,那么 就 一 定 可 以 通过 不 断 
地 采用 逮 辑 推理 方法 一 步 一 步 地 展示 出 来 .然而 ,人 们 所 进行 的 思维 活动 并 不 仅 
限于 风 辑 思维 ,还 包括 直觉 思维 、 状 证 思维 、 创 新 思维 等 其 他 思维 形式 ,对 于 这 
些 思维 活动 ,同样 有 一 个 一 步 一 步 想 出 来 的 过 程 问题 . 

即使 是 那些 没有 明确 逻辑 推理 关系 或 者 是 跳跃 式 的 思维 活动 ,甚至 是 可 以 
在 一 瞬间 完成 的 思维 活动 ,如 联想 .灵感 或 扩散 思维 等 ,如 果 我 们 把 整个 思维 活 
动 实录 下 来 进行 研究 的 话 , 就 会 发 现 同样 是 有 一 步 一 步 的 思维 过 程 的 . 

思维 过 程 是 一 步 一 步 想 出 来 的 ,但 翻 开 任何 一 本 用 文字 (包括 符号 、 图 
形 ) 摆 写 的 著作 ,不 管 是 科学 技术 论著 还 是 文化 艺术 作品 , 却 很 少 发 现 有 详细 记 
述 或 展示 思维 过 程 的 专著 ,显然 ,这 是 一 个 值得 重视 和 研究 的 现象 . 

实际 上 ,要 将 一 个 人 、 哪 怕 是 一 位 著名 人 士 的 思维 过 程 展 示 在 一 本 书 中 ,是 
很 困难 的 ,而 造成 这 种 结果 有 着 多 方面 的 原因 . 

首先 ,人 的 思维 过 程 在 每 一 个 思维 节点 上 展开 时 ,经 常 表现 为 一 种 扩散 思 
维 , 这 种 扩散 思维 显然 不 是 一 维 的 线性 的 ,而 是 多 维 的 .平面 的 ,立体 的 ,要 将 
这 种 多 维 的 思维 活动 过 程 在 纸 质 的 书本 上 表达 出 来 ,其 难度 是 可 想 而 知 的 ,这 
也 就 是 为 什么 思维 过 程 的 展示 总 是 和 信息 技术 结合 起 来 的 道理 . 

其 次 ,人 的 思维 过 程 实际 上 都 是 “ 写 在 草稿 纸 上 ” 的 ,可 以 完全 不 受 任何 制 
约 、 没 有 任何 束缚 地 展开 ,思维 作 任 何尝 试 ,甚至 出 现 一 次 一 次 的 错误 ,失败 都 
无 妨 ,但 在 一 本 正式 出 版 的 专著 中 ,人 们 就 不 可 能 这 样 来 展示 和 叙述 . 

再 次 ,人 在 探索 一 个 新 的 问题 的 解决 方法 和 途径 时 ,思维 是 可 能 走 到 歧路 
上 去 的 . 当 人 们 没有 意识 到 自己 的 思维 活动 出 了 问题 的 时 候 , 就 会 沿 着 这 一 条 思 
路 继续 想 下 去 .但 对 一 位 最 终 获 得 成 功 的 人 证 来 说 ,他 总 会 在 思考 到 一 定时 间 
后 ,产生 发 现 自己 的 思维 活动 出 现 问 题 的 意识 ,然后 就 思考 进一步 解决 问题 的 
正确 方向 ,这 种 “尝试 一 意识 到 问题 一 调整 新 的 思维 方向 ”的 思维 模式 ,在 解决 
问题 的 思维 过 程 中 会 不 断 出 现 , 而 要 将 这 样 的 过 程 完整 地 表述 出 来 ,显然 也 不 
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是 一 件 容 易 的 事情 . 

思维 过 程 的 展示 对 思维 能 力 的 培养 具有 十 分 重要 的 意义 ,思维 过 程 的 教学 
对 提高 课堂 教学 质量 ,乃至 整体 上 提高 教育 质量 也 具有 十 分 重要 的 意义 ,但 我 
们 能 够 参阅 和 借鉴 的 科学 界 、 教 育 界 关 于 展示 思维 过 程 的 资料 又 如 此 稀少 ,这 
就 需要 我 们 今天 的 教师 花 大 力气 、 下 昔 功 夫 , 将 每 一 个 问题 中 一 步 一 步 的 思维 
过 程 总 结 出 来 ,展示 出 来 ,努力 成 就 这 一 项 有 重要 意义 的 工作 . 

第 三 ,为 什么 会 这 样 想 ? 这 是 确保 思维 过 程 的 合理 性 、 正 确 性 的 要 求 ,是 检 
验 学 生 是 否 真正 掌握 了 思维 过 程 的 试金石 ,也 是 促使 学 生 的 思维 活动 向 更 高 层 
次 发 展 的 助 推 露 . 

对 一 个 问题 的 思维 过 程 进行 剖析 和 讲授 时 ,必然 会 遇 到 一 个 问题 ,就 是 “为 
什么 会 这 样 想 ”, 这 也 是 许多 学 生 充 满 疑惑 而 又 迫切 希望 明白 的 问题 . 

许多 老师 在 教学 中 都 会 有 这 样 的 体会 ,在 讲 了 一 道 题 目的 解 题 方法 和 解 题 
结果 以 后 ,学 生 常 常会 问 :老师 ,你 为 什么 是 这 样 想 的 呢 ?学 生 疑 惑 的 实际 上 
就 是 你 为 什么 是 这 样 想 而 不 是 那样 想 ,其 中 有 怎样 的 道理 . 

教师 要 真正 做 到 * 授 人 以 渔 ”最 根本 的 问题 就 是 回答 清楚 为 什么 会 这 样 
想 .教师 所 讲 的 每 一 句 话 ,都 必须 经 受 得 起 学 生 对 思维 过 程 提出 疑问 的 考验 . 同 
时 ,教师 在 教学 中 要 不 断 地 要 求 .引导 学 生 弄 清楚 为 什么 会 这 样 想 . 

对 一 个 问题 思考 的 每 一 步 , 都 能 回答 为 什么 会 这 样 想 ,这 对 老师 的 教学 能 
力 来 说 是 相当 高 的 要 求 ,需要 在 教学 实践 过 程 中 不 断 地 完善 、 提 高 ,期 待 老师 们 
都 能 为 实现 这 一 目标 而 刻苦 钻研 .努力 奋斗 ! 

当然 ,就 课堂 教学 而 言 , 我 们 不 可 能 要 求教 师 对 思维 的 每 一 步 都 进行 回答 ， 
但 对 问题 中 影响 学 生 真正 理解 的 最 关键 的 步骤 ,教师 必须 讲 清楚 . 

就 思维 过 程 本 身 而 言 ,到 “一 步 一 步 ” 完 成 ,实际 上 也 就 已 经 完成 了 思维 的 
过 程 .所 以 ,为 什么 会 这 样 想 是 一 个 更 高 层次 的 要 求 .在 教学 中 ,我 们 可 以 给 学 生 
一 定 的 引导 和 启迪 ,并 不 一 定 要 对 学 生 提 出 这 方面 的 要 求 .然而 对 教师 来 说 , 提 
出 这 一 要 求 是 完全 必要 的 . 

第 四 , 当 你 的 思维 活动 或 者 思维 过 程 走 上 歧路 时 ,你 怎么 意识 到 自己 的 思 
维 出 了 问题 ,并 进一步 怎样 将 自己 的 思维 活动 或 思维 过 程 重 新 纳入 正确 的 轨道 
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上 ,也 就 是 问 这 个 意识 是 怎样 产生 的 ? 

人 在 思考 一 个 问题 的 过 程 中 ,尤其 是 在 探索 性 地 思考 一 个 问题 的 过 程 中 ， 
思维 活动 走 上 歧路 是 一 种 正常 的 思维 现象 .问题 不 在 于 人 的 思路 是 否 走 上 歧路 ， 
而 在 于 走 上 歧路 的 时 候 ,怎么 意识 到 自己 的 思维 出 了 问题 .也 只 有 在 意识 到 这 一 
点 时 ,人 们 才 有 可 能 将 自己 的 思维 活动 或 思维 过 程 重新 纳入 正确 的 轨道 . 

思维 走 上 歧路 是 人 的 思维 过 程 中 不 可 缺少 的 重要 组 成 部 分 ,离开 了 思维 走 
上 歧路 这 样 一 种 思维 现象 ,要 正确 地 认识 思维 过 程 ,正确 地 展示 思维 过 程 ,显然 
是 很 困难 的 . 

在 日 常 教学 中 , 当 学 生 在 做 课堂 练习 题 的 时 候 ,教师 一 般 都 在 教室 里 巡 
视 . 当 看 到 某 一 位 学 生发 生 错 误 时 ,有 的 教师 会 用 手 在 这 位 学 生 的 课 桌 上 轻 轻 地 
敲 几 下 ,实际 上 就 是 在 提醒 学 生 : 错 啦 ! 然而 在 测验 ,考试 时 ,在 需要 他 们 独立 
地 进行 思考 的 时 候 , 没有 教师 提醒 怎么 办 ? 这 时 需要 的 就 是 一 种 意识 .我 们 经 常 
可 以 看 到 许多 学 生 在 思考 一 个 问题 的 时 候 , 明 明 已 经 出 了 问题 ,思维 活动 已 经 
走 上 了 歧路 ,但 他 们 并 没有 这 种 意识 ,还 是 在 绞 尽 脑汁 地 想 , 结 果 多 少时 间 用 上 
去 也 解决 不 了 问题 .我 们 也 会 看 到 有 的 学 生 拿 到 一 个 问题 , 顺 着 一 个 方向 思考 没 
有 和 多久, 就 发 现 不 对 了 ,继而 迅速 改变 思考 的 方向 和 思路 ,显然 他 们 就 是 具备 了 
这 种 意识 . 

当然 ,要 意识 到 自己 的 思维 出 了 问题 ,要 产生 这 种 意识 ,在 思维 过 程 中 是 需 
要 有 某 种 “信号 ”的 .例如 ,在 思考 一 个 问题 的 过 程 中 ,如 果 感 觉 到 思路 在 很 顺利 
地 发 展 ,没有 感到 什么 思维 上 的 障碍 ,应 该 说 思维 过 程 就 是 正确 的 ; 反 过 来 ,如 
果 感 觉 到 的 是 思路 不 顺 ,思维 过 程 很 别扭 ,似乎 不 断 地 过 到 自己 无 法 逾越 的 障 
碍 ,就 是 一 种 “信号 ”, 就 要 停 下 来 思考 思维 是 否 走 上 了 歧路 .如 果 在 思考 过 程 中 ， 
自己 需要 得 到 的 某 种 具有 重要 价值 的 思维 成 果 , 就 像 是 在 迎 候 着 你 的 到 来 一 
样 ,适时 地 展现 在 你 的 面前 时 ,你 可 以 很 自信 地 断定 自己 的 思维 过 程 是 正确 的 ; 
反 过 来 ,如 果 在 思考 过 程 中 ,自己 需要 得 到 的 某 种 具有 重要 价值 的 思维 成 果 迟 
迟 不 出 现 ,很 长 时 间 里 都 是 一 种 可 望 而 不 可 及 的 状态 ,就 是 一 种 “信号 ”, 就 要 停 
下 来 思考 思维 是 否 走 上 了 尼 路 .如 果 在 思维 过 程 中 ,即使 思维 的 容量 越 来 越 大 ， 
但 思路 却 越 来 越 清晰 ,获得 思维 成 果 的 把 握 越 来 越 大 ,你 可 以 很 自信 地 断定 自 
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己 的 思维 过 程 是 正确 的 ; 反 过 来 ,如 果 在 思考 过 程 中 ,思维 的 容量 越 来 越 大 ,但 
思路 却 越 来 越 乱 , 理 不 出 正确 的 头绪 和 脉络 ,看 不 出 思维 发 展 的 明确 方向 ,就 是 
一 种 “信号 ”, 就 要 停 下 来 思考 思维 是 否 走 上 了 歧路 .如 果 在 教学 中 ,对 一 个 问题 
的 思考 ,推演 ,出 现 的 结果 越 来 越 简化 ,并 很 快 聚焦 于 规范 ,就 可 以 确信 自己 的 
思维 没有 问题 ; 反 过 来 ,如 果 思 考 ,推演 中 出 现 的 结果 越 来 越 楷 复 ,不 能 聚焦 于 
规范 ,就 是 一 种 "信和 号”, 就 要 停 下 来 思考 思路 是 否 走 上 了 尼 路 . 

在 教学 过 程 中 ,教师 能 指导 学 生产 生 并 具有 这 样 一 种 意识 ,对 于 提高 学 生 
的 思维 能 力 来 说 ,是 十 分 重要 .十分 必要 的 . 
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第 三 节 思维 过 程 教学 的 智能 基础 


重视 思维 过 程 的 教学 目的 在 于 培养 .提高 学 生 的 思维 能 力 , 而 思维 能 力 属 
于 智能 范畴 ,对 思维 过 程 的 研究 和 教学 , 离 不 开 对 人 的 智能 的 研究 . 

教育 的 目标 就 是 培养 人 ,而 更 明确 的 表述 就 是 要 整体 上 提高 每 一 个 受 教育 
者 的 素质 层次 ,进而 提高 受 教育 群体 的 整体 素质 层次 .人 的 素质 是 有 层次 的 , 智 
能 也 是 有 层次 的 .人 的 智能 层次 一 般 可 用 一 个 梯形 的 层次 结构 来 描述 . 

人 的 智能 的 第 一 个 层次 ,也 是 一 个 重要 的 、 基 础 性 的 层次 ,就 是 对 知识 的 记 
忆 , 也 就 是 人 的 记忆 力 . 

由 于 知识 是 人 通过 感官 获取 的 ,可 以 通过 神经 系统 输入 大 脑 进行 信息 储 
存 , 因 此 知识 对 于 人 的 智能 来 说 是 客观 存在 的 .而 智能 主要 体现 人 的 大 脑 功 能 ， 
因而 不 能 简单 地 就 将 知识 看 作 人 的 智能 的 组 成 部 分 ,而 应 将 与 知识 信息 的 获 
取 、 储 存 . 显 现 相 联系 的 记忆 力 看 作 是 人 的 智能 的 组 成 部 分 . 

知识 构成 了 人 的 智能 的 基础 ,我 们 培养 人 ,提高 人 的 素质 ,发 展 人 的 智能 ， 
无 一 不 是 从 传授 知识 、 获 取 知 识 开始 的 . 随 着 所 掌握 知识 水 平 的 提高 ,人 的 智能 
当然 也 就 取得 了 相应 的 提高 和 发 展 .因此 ,我 们 的 社会 都 会 从 各 个 方面 来 教育 和 
引导 人 们 ,尤其 是 学 生 要 认真 读书 , 刻 茄 学习 ,如 ”人 要 像 海 绵 吸 水 一 样 获取 知 
识 ”“ 行 万 里 路 , 读 万 卷 书 ” 读 书 贵 在 坚持 ,不 可 一 曝 十 寒 ” 少 年 不 知 勤学 苦 , 老 
来 方 悔 读书 迟 ”, 等 等 . 

人 将 通过 感觉 器 官 获得 的 信息 输入 大 脑 , 并 在 大 脑 中 进行 储存 ,这 就 是 记 
忆 . 但 记忆 显然 并 不 是 人 获取 知识 的 最 终 目 标 , 人 在 对 知识 进行 记忆 以 后 ,还 要 
根据 某 种 需要 ,将 记 住 的 信息 (实际 上 已 经 是 具有 相当 的 量 的 信息 ) 经 过 选择 以 
后 再 显现 出 来 ,这 样 的 思维 活动 就 是 记忆 显现 性 思维 . 

当 人 们 对 智能 的 认识 仅仅 处 于 知识 ,记忆 层次 的 时 候 , 人 们 就 会 将 对 智能 
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的 要 求 归 结 为 : 识 . 记 . 识 指 的 就 是 知识 .认识 , 记 指 的 就 是 记忆 、 记 住 .此 时 ,我们 
的 教育 处 于 知识 教育 的 阶段 ,或 者 说 识 记 教育 的 阶段 . 识 记 教育 的 最 根本 问题 就 
是 将 教育 ,尤其 是 将 教学 仅仅 看 作 知识 的 传授 灌输、 获取 和 记忆 ,教师 的 任务 
就 是 教 和 讲 , 于 是 就 出 现 了 “满堂 灌 ”“ 注 入 式 ” 的 教学 形式 ,而 学 生 的 任务 就 是 
学 、 听 、 背 、 记 ,于 是 也 就 出 现 了 死记 人 硬 背 的 现象 . 

教育 是 追求 效果 、 质 量 的 ,考试 是 检查 、 评 定 教育 效果 、 教 育 质 量 的 最 重要 
的 手段 .而 要 实施 考试 .评价 ,首先 需要 的 就 是 标准 .由 于 识 记 教育 的 阶段 所 追求 
的 目标 就 是 “ 识 ” 和 “ 记 ”, 因 此 考试 的 要 求 也 就 自然 地 落 到 这 两 个 字 上 ,只 要 记 
住 了 , 背 出 来 ,在 考卷 上 写 出 来 ,就 可 得 到 优良 的 评价 和 得 分 .今天 ,我 们 的 教育 
和 教育 质量 评价 中 出 现 的 相当 一 部 分 问题 实际 上 就 是 源 于 对 “ 识 ” 和 “ 记 ” 作 为 
目标 的 追求 . 

任何 一 门 课程 的 学 习 都 有 相当 量 的 课时 数 和 教学 内 容 ,但 考试 只 能 在 很 短 
的 时 间 内 (通常 都 是 1 至 2 小 时 ) 完 成 ,所 以 我 们 的 考试 都 是 一 种 以 局 部 考核 来 
评价 整体 的 模式 .命题 者 只 能 在 涵盖 量 非常 广 的 教学 内 容 中 选择 (有 时 还 是 随机 
地 ) 某 些 “ 内 容 点 ”进行 命题 .而 从 应 考 的 角度 来 说 ,大 多 数学 生 是 很 难 将 一 门 学 
科 的 内 容 全 部 记 住 、 背 出 来 的 ,只 能 将 有 限 的 时 间 、 精 力 放 在 自己 认为 重要 的 内 
容 上 ,进行 学 习 和 复习 ,这 就 逐渐 演变 成 一 种 猜 题 和 押 题 的 现象 , 猜 中 了 、 押 中 
了 ,考试 成 绩 就 会 收获 极 大 值 ,甚至 可 以 在 付出 很 小 代价 的 基础 上 实现 .这 种 现 
象 的 出 现 , 实 际 上 进一步 放大 了 专注 于 “ 识 ” 和 “ 记 ” 的 评价 模式 所 造成 的 种 种 消 
极 的 现象 与 问题 . 

知识 是 智能 的 基础 ,但 不 是 智能 的 全 部 内 涵 . 然 而 长 期 以 来 ,我 们 对 人 的 教 
育 与 培养 却 都 是 偏重 于 知识 的 传授 .记忆 及 相应 的 考试 .多 位 著名 的 华裔 科学 家 
在 比较 中 外 大 学 生 的 素质 差异 时 ,有 一 种 共识 ,就 是 中 国 留学 生 在 国外 学 习 的 
初期 ,在 学 习 上 ,尤其 是 在 参加 考试 方面 ,都 会 表现 出 明显 的 优势 ,但 在 独立 承 
担 研 究 项 目 、 确 定 人 研究 课 题 等 方面 , 却 缺少 必需 的 综合 能 力 .这 种 现象 实际 上 也 
就 是 我 国教 育 所 追求 的 目标 一 一 长 期 偏重 于 知识 、 偏 重 于 考试 的 典型 表现 .教育 
目标 偏重 于 知识 的 传授 和 知识 的 获取 ,就 会 将 相当 数量 的 受 教育 者 培养 成 偏重 
于 读书 和 记忆 的 人 .“ 两 耳 不 闻 窗 外 事 ,一心 只 读 圣 贤 书 ”, 就 是 对 他 们 最 典型 .最 
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形象 的 描绘 . 

识 记 教育 追求 的 目标 是 将 知识 信息 向 大 脑 进 行 输入 和 储存 ,但 对 人 的 大 脑 
功能 来 说 ,输入 的 信息 是 会 从 大 脑 中 消失 的 ,这 就 是 遗忘 .遗忘 是 教学 过 程 中 必 
然 会 发 生 的 一 种 普遍 现象 .出 现 了 遗忘 现象 后 ,怎么 办 呢 ? 人 们 能 采取 的 对 策 和 
方法 ,就 是 将 知识 信息 重复 输入 ,直到 记 住 为 止 ,于 是 就 出 现 了 读 一 遍 忘 了 ,就 
读 两 遍 ; 读 两 遍 忘 了 ,就 读 三 裔 、 五 遍 ; 再 忘 了 ,就 读 十 遍 、 二 十 遍 ;再 不 行 ,就 读 
五 十 遍 、 一 百 遍 等 现象 “读书 破 万 卷 ,下 笔 如 有 神 ”“ 熟 读 唐诗 三 百 首 ,不 会 作 诗 


由 于 知识 是 信息 ,而 信息 有 量 的 概念 ,因此 人 获取 知识 也 有 量 的 概念 ,这 种 
量 的 概念 决定 了 向 人 的 大 脑 输入 信息 的 量 即 人 获取 的 信息 量 基本 与 时 间 成 正 
比 .也 就 是 说 , 当 我 们 不 考虑 人 在 记忆 信息 过 程 中 出 现 的 遗忘 现象 和 在 记忆 中 所 
需要 的 理解 等 因素 时 ,人 所 获取 的 信息 量 与 所 花费 的 时 间 的 关系 可 以 用 一 条 正 
比例 曲线 模型 来 描述 . 

人 获取 的 知识 量 与 时 间 之 间 的 正比 例 关 系 与 人 们 解决 遗忘 造成 的 消极 后 
果 的 方法 是 完全 吻合 的 ,这 也 就 决定 了 人 们 接受 知识 时 出 现 的 非常 普遍 的 行 
为 ,就 是 将 知识 信息 一 遍 一 人 遍地、 反复 地 向 大 脑 输 入 ,以 强化 记忆 . 

知识 是 人 的 智能 发 展 的 基础 ,但 如 果 对 人 的 智能 的 发 展 要 求 仅仅 处 于 知识 
和 记忆 的 层次 上 ,那么 显然 是 不 够 的 .即使 从 教育 本 身 的 要 求 来 看 ,我 们 可 以 看 
到 有 不 少 学 生 , 他 们 的 学 习 是 从 背 知识 、 背 概念 、 背 定理 、 背 公式 开始 的 ,现在 其 
至 有 的 学 生 已 发 展 到 背 例 题 、 背 习题 集 、 背 辞典 的 程度 ,然而 却 还 是 不 会 自己 独 
立地 做 题目 .这 些 学 生 不 可 谓 不 努力 ,不 可 谓 不 刻苦 ,但 就 是 无 法 在 学 习 上 取得 
质 的 突破 , 究 其 原因 就 是 他 们 的 思维 能 力 和 解决 实际 问题 的 能 力 不 能 达到 与 学 
习 要 求 相 适应 的 程度 . 

一 个 人 在 社会 上 生存 发展 、 成 就 事业 ,仅仅 掌握 知识 是 远 远 不 够 的 ,还 有 
比 知识 和 记忆 层次 更 高 ,更 重要 的 要 求 .所 以 ,对 人 的 智能 的 认识 和 研究 就 发 展 
到 了 第 二 个 层次 ,这 就 是 技能 以 及 对 技能 的 熟练 掌握 . 

技能 是 指 人 完成 某 一 项 专门 活动 的 本 领 . 例 如 ,小 学 生 学 习 自然 数 的 乘法 运 
算 ,就 是 一 种 专门 的 活动 ,能 完成 这 样 一 种 活动 的 本 领 就 是 一 种 技能 . 
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技能 有 三 个 基本 特征 :可 以 用 明确 的 语言 来 表述 ;有 先后 的 顺序 ;可 以 反复 
训练 .在 教学 中 ,任何 一 项 教学 内 容 和 要 求 只 要 符合 这 三 个 特征 ,就 可 以 断定 是 
技能 . 

例如 ,初中 代数 有 一 个 教学 内 容 是 公式 法 解 一 元 二 次 方程 .有 的 老师 是 这 样 
进行 教学 的 :“ 同 学 们 ,用 公式 法 解 一 元 二 次 方程 ,怎么 做 呢 ? 大 家 听 好 :第 一 ， 
将 方程 化 成 标准 形式 ;第 二 ,将 求 根 公 式 默 出 来 ;第 三 ,将 标准 方程 中 的 系数 a、 
bc 找 出 来 , 抄 在 下 面 ;第 四 ,将 系数 a、5、c 代 到 求 根 公 式 中 去 ;第 五 ,计算 , 求 
得 的 结果 就 是 方程 的 根 .” 如 果 学 生还 不 会 , 那 就 要 重新 再 讲 一 次 ;如果 学 生 都 会 
了 , 接 下 来 就 要 进行 反复 的 训练 .所 以 ,上 述 用 公式 法 解 一 元 二 次 方程 的 教学 活 
动 , 就 是 在 技能 层次 上 的 教学 活动 . 

根据 以 上 介绍 ,我 们 可 以 看 到 ,从 教学 角度 而 言 , 技 能 是 可 以 用 确切 的 语言 
传授 ,示范 的 ;而 从 学 的 方面 来 说 , 则 是 可 以 模仿 、 操 作 、 训 练 的 . 

由 于 技能 是 可 以 用 明确 的 语言 来 表述 的 ,而 且 是 有 先后 顺序 的 ,因此 在 教 
学 中 ,技能 是 能 够 而 且 是 必须 讲 清楚 的 .长 期 以 来 ,我 们 对 教师 都 提出 了 要 讲 正 
确 、 讲 清楚 的 要 求 . 讲 正确 的 实质 是 教学 内 容 的 科学 性 问题 ,这 也 是 一 名 教师 必 
备 的 基本 素质 .而 讲 清楚 呢 ? 在 实际 教学 工作 中 ,我 们 发 现 不 少 教师 自己 认为 是 
讲 清楚 了 ,但 到 学 生 中 去 了 解 一 下 就 会 发 现实 际 并 非 如 此 .在 技能 的 部 分 ,就 是 
要 将 可 以 用 明确 的 语言 来 表述 的 .有 先后 顺序 的 内 容 一 步 一 步 地 讲 清楚 ,而 绝 
不 是 只 将 结果 告诉 学 生 就 算 讲 清楚 了 . 

当 人 们 对 智能 的 认识 从 知识 .记忆 的 层次 发 展 到 技能 层次 的 时 候 , 就 会 将 
对 智能 的 要 求 归结 为 :学 、 练 .学 指 的 就 是 学 习 、 学 会 , 练 指 的 就 是 训练 直至 熟练 
掌握 .同样 ,这 时 相应 的 教育 发 展 阶段 就 是 学 练 教育 阶段 ,教师 在 教学 中 明确 地 
提出 了 “ 精 讲 多 练 ” 的 要 求 . 

在 基础 教育 阶段 ,知识 通常 都 表述 为 基础 知识 ,技能 通常 表述 为 基本 技能 ， 
因此 就 出 现 了 “ 双 基 ”的 概念 . 

人 们 掌握 任何 一 种 技能 都 有 一 个 从 不 会 到 学 会 的 过 程 , 这 时 候 就 像 是 出 现 
了 一 次 质 的 飞跃 一 样 .如 果 用 函数 曲线 来 描述 的 话 ,就 好 像 是 一 条 曲线 一 下 子 升 
了 起 来 .而 在 学 会 以 后 ,就 进入 了 反复 训练 的 阶段 ,于 是 就 出 现 了 掌握 技能 的 熟 
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练 程度 的 不 断 提高 ,这 条 曲线 的 走势 就 会 继续 向 上 ,同时 我 们 也 会 发 现 ,伴随 着 
掌握 技能 的 熟练 程度 的 提高 ,其 提高 的 幅度 却 在 逐渐 减 小 .所 以 ,这 条 曲线 会 逐 
渐 趋 于 平缓 ,渐渐 达到 技能 熟练 程度 的 峰值 ,此 后 无 论 再 进行 怎样 的 刻苦 训练 ， 
也 很 难 再 显著 提高 ,实际 上 就 是 进入 了 一 种 "冻结 状态. 如果 用 一 条 函数 曲线 作 
为 模型 来 描述 这 种 发 展 规律 的 话 , 就 是 一 条 对 数 曲 线 型 的 轨迹 . 

人 们 学 习 和 掌握 技能 所 呈现 的 对 数 曲 线 型 的 规律 ,是 一 条 非常 重要 的 规 
律 .在 教育 教学 工作 中 ,许多 学 生 的 发 展 , 刀 至 许多 教师 的 发 展 , 遵 循 的 就 是 这 条 
对 数 曲线 型 的 轨迹 . 

技能 训练 所 遵循 的 对 数 曲线 型 的 轨迹 ,对 我 们 的 教学 工作 和 教学 质量 的 提 
高 也 有 很 强 的 控制 作用 .我 们 已 经 知道 ,“ 题 海战 术 ” 是 “ 双 基 "教育 阶段 的 异化 表 
现 ,但 “ 题 海战 术 ” 并 不 是 提高 教学 质量 的 灵丹妙药 ,即使 从 应 对 考试 的 要 求 来 
看 ,“ 题 海战 术 ” 也 不 是 必定 有 效 、 必 定 成 功 的 .每 年 我 们 都 可 以 看 到 许多 学 校 许 
多 教师 也 是 采取 了 “ 题 海战 术 ” 的 方法 ,但 并 没有 得 到 令 人 满意 的 结果 . 究 其 原 
因 ,在 于 技能 的 训练 并 不 是 重复 的 遍 数 越 多 越 好 ,因为 当 学 生 的 技能 掌握 达到 
一 定 的 熟练 程度 以 后 ,就 会 进入 “冻结 ”状态 ,之 后 再 进行 大 量 重复 性 的 训练 基 
本 上 不 会 再 显现 效果 .要 改变 这 种 状态 的 唯一 办 法 ,就 是 要 改变 他 们 的 思维 方 
式 , 提 高 他 们 的 思维 层次 . 

在 教学 活动 中 ,如 果 对 技能 过 多 地 进行 重复 训练 ,尤其 是 在 进入 了 “冻结 ” 
状态 后 ,就 会 出 现 两 个 主要 问题 :一 是 学 生 在 体会 到 自己 再 怎么 努力 ,也 无 法 再 
取得 进步 时 ,就 会 失去 学 习 的 动力 ,甚至 产生 消极 想法 ,出 现 消 极 心理 ;二 是 技 
能 在 熟练 训练 的 过 程 中 ,动作 行为 会 逐渐 进入 自动 化 的 状态 ,形成 条 件 反 射 , 形 
象 性 表述 就 是 进入 “ 深 瓜 烂熟 ,对 答 如 流 ” 的 状态 .然而 ,这 种 训练 是 以 将 人 的 思 
维 过 程 抹 去 作为 代价 的 ,由 此 而 产生 的 直接 后 果 就 是 思维 能 力 的 弱化 . 

由 此 可 见 , 对 人 的 智能 发 展 的 要 求 , 仅 仅 达到 技能 的 层次 也 是 不 够 的 . 

人 的 智能 的 第 三 个 层次 就 是 能 力 .能 力 是 指 人 完成 某 一 项 综合 活动 的 本 
领 .分 析 问 题 和 解决 问题 是 一 项 综合 性 活动 ,因此 分 析 问 题 和 解决 问题 是 一 种 能 
力 上 的 要 求 , 也 就 是 通常 讲 的 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ,其 核心 内 涵 是 思维 
能 力 , 所 有 的 分 析 问 题 直 至 解决 问题 都 是 思维 活动 的 结果 . 
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我 们 已 经 知道 ,技能 的 一 个 基本 特征 就 是 可 以 用 明确 的 语言 来 表述 ,但 能 
力 的 特征 是 难以 用 明确 的 语言 来 表述 的 ,也 就 是 “只 能 意 会 ,不 可 言传 ,这 也 就 
说 明 能 力 是 不 可 以 传授 和 示范 的 ,我 们 只 能 通过 教学 活动 来 培养 ,提高 .发 展 学 
生 的 能 力 .但 是 ,怎样 培养 ? 怎样 提高 ? 怎样 发 展 ? 显然 就 很 难 用 明确 的 语言 讲 

教师 在 教学 活动 中 的 基本 形式 就 是 讲授 ,而 能 力 又 恰恰 是 难以 言传 的 ,这 
种 矛盾 就 决定 了 培养 能 力 之 艰难 .一 位 优秀 教师 之 所 以 优秀 ,常常 表现 为 能 够 将 
难以 言传 的 能 力 要 求 巧妙 地 通过 明确 的 语言 表述 出 来 ,这 也 可 以 说 是 教学 的 一 
种 最 高 境界 . 

能 力 所 具 有 的 “难以 言传 ?的 基本 特征 ,决定 了 能 力 的 培养 遵循 的 不 是 “ 教 
师 教 , 学 生 学 ;教师 示范 ,学 生 模仿 ”的 模式 ,而 必须 要 经 过 “摸索 、 尝 试 . 探 索 、 飞 
跃 的 过 程 ,在 这 一 过 程 中 还 会 出 现 困难 、 挫 折 和 失败 .人 的 能 力 的 培养 .发 展 在 
起 始 阶段 常常 是 非常 缓慢 的 ,需要 有 一 个 积聚 的 过 程 .在 能 力 发 展 的 积聚 过 程 
中 ,由 于 投入 的 精力 、 作 出 的 努力 不 易 很 快 见 到 成 效 ,因此 也 常常 是 一 个 经 受 磨 
炼 , 克 服 困 难 , 百 折 不 挠 的 阶段 .但 是 ; 随 着 这 种 积聚 过 程 的 不 断 进行 ,能 力 的 发 
展会 逐渐 进入 良性 发 展 的 轨道 ,显现 出 越 来 越 快 的 发 展 态势 ,甚至 可 进入 高 速 
增长 的 阶段 .人 的 能 力 的 发 展 变化 过 程 如 果 也 用 函数 图 像 作 为 模型 来 描述 的 话 ， 
就 是 一 条 指数 曲线 型 的 轨迹 . 

在 教学 中 我 们 可 以 发 现 , 许 多 学 生 在 培养 和 发 展 能 力 的 过 程 中 遵循 的 也 就 
是 这 条 指数 曲线 型 的 轨迹 .在 开始 学 习 的 阶段 ,能 力 的 发 展 和 提高 甚至 包括 学 习 
成 绩 的 提高 都 不 是 很 明显 的 .而 随 着 能 力 的 逐步 提高 ,就 能 解决 不 少 别人 弄 不 懂 
的 题目 ,而 在 解决 这 些 有 难度 的 题目 的 过 程 中 ,他 们 的 能 力也 会 发 展 得 更 强 , 这 
就 是 进入 了 良性 发 展 的 状态 .在 教学 活动 中 ,学 习 较 好 、 学 习 能 力 较 强 的 学 生 容 
易 受 到 教师 的 注意 和 关心 ,教师 对 他 们 的 提问 也 较 多 ,同时 在 学 生 中 也 总 是 出 
现 学 习 有 困难 或 解 不 出 题目 的 学 生 去 问 学 习 较 好 、 能 力 较 强 的 学 生 的 现象 ,他 
们 经 常 要 讲 一 遍 甚 至 讲 几 遍 , 于 是 经 常会 在 一 种 思维 效率 较 高 的 状态 下 进行 学 
习 和 锻炼 ,而 学 习 能 力 一 般 甚至 比较 差 的 学 生 就 很 少 得 到 这 样 一 种 在 思维 效率 
较 高 状态 下 进行 学 习 的 机 会 .长 此 以 往 , 能 力 强 的 学 生 能 够 解决 许多 综合 性 较 
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强 、 难 度 较 大 的 题目 ,并 在 此 过 程 中 进一步 提升 其 能 力 ,也 就 促使 其 进入 良性 发 
展 的 轨道 . 

人 在 发 展 过 程 中 出 现 的 对 数 曲线 型 轨迹 和 指数 曲线 型 轨迹 ,分 别 表述 了 技 
能 发 展 和 能 力 发 展 的 不 同 特点 ,实际 上 也 表述 了 两 类 不 同学 生 的 发 展 走向 . 显 
然 , 对 一 个 人 的 发 展 成 才 来 说 ,这 两 种 模式 是 各 有 优 缺 点 的 ,遵循 技能 发 展 轨 迹 
的 发 展 ,在 起 始 阶段 有 明显 的 优势 ,但 从 长 远 来 看 ,是 要 趋 于 “冻结 ”状态 的 ; 遵 
循 能 力 发 展 轨 迹 的 发 展 ,从 长 远 来 看 是 有 发 展 优势 的 ,但 在 起 始 阶 段 却 没有 优 
势 可 言 , 更 多 遇 到 的 恰恰 是 挫折 和 困难 . 

因此 ,人 们 很 自然 地 就 会 想到 ,能 不 能 找到 一 种 培养 人 才 的 最 佳 模式 ,能 兼 
取 两 者 的 优势 ,克服 各 自 的 不 足 ,实际 上 也 就 是 将 两 条 曲线 共 加 到 一 起 , 哪 一 段 
有 优势 就 取 哪 一 段 ? 

当 我 们 将 技能 发 展 曲线 又 加 到 能 力 发 展 曲线 上 以 后 ,就 能 发 现 起 动 时 还 是 
遵循 技能 发 展 的 一 段 曲线 ,这 实际 上 也 就 是 我 们 通常 讲 的 加 强 基础 ,加 强 基 础 
知识 的 学 习 , 加 强 基本 技能 的 学 习 和 训练 . 当 加 强 到 一 定 阶段 时 ,要 及 时 转轨 , 转 
到 能 力 发 展 曲线 的 轨迹 上 去 ,这 就 是 培养 人 才 的 最 佳 发 展 模式 . 

人 的 科学 发 展 ,就 是 要 使 每 一 个 人 的 发 展 , 尤 其 是 有 十 年 以 上 工龄 的 员工 ， 
当然 包括 有 十 年 以 上 教龄 的 教师 ,不 是 遵循 这 条 对 数 曲 线 的 轨迹 , 而 是 摆脱 这 
条 对 数 曲线 的 束缚 ,取得 继续 向 上 发 展 的 动力 ,这 是 最 为 重要 的 , 即 每 一 位 教 
师 .每 一 位 学 生 都 走 在 这 条 人 生发 展 的 最 佳 曲 线 上 . 

显然 ,对 教育 事业 的 发 展 来 说 , 接 下 来 最 重要 、 最 关键 的 问题 就 是 怎么 样 使 
我 们 的 学 生 、 包 括 我 们 的 老师 走 在 这 条 最 佳 发 展 曲线 的 轨道 上 .在 这 条 最 佳 发 展 
曲线 上 ,有 一 个 对 人 的 发 展 乃 至 对 人 生 的 发 展 都 有 重要 意义 的 拐点 , 它 决 定 了 
人 生发 展 的 两 条 完全 不 同 的 轨迹 , 它 是 一 个 “ 失 之 毫 厘 , 差 之 千里 ”的 点 ,是 人 生 
道路 上 人 在 素质 层次 上 分 道 扬 镰 的 点 ,这 个 点 如 此 之 重要 ,我们 将 它 称 为 “领悟 

于 是 我 们 就 可 以 得 到 一 个 结论 :如 果 一 个 人 只 关注 加 强 基础 , 却 不 能 越过 
这 个 领悟 点 ,也 就 是 我 们 通常 所 说 的 缺少 悟性 的 话 , 那 么 他 就 会 沿 着 这 条 对 数 
曲线 轨迹 的 惯性 发 展 而 进入 “冻结 ”状态 ,而 只 有 越过 这 个 领悟 点 的 人 ,才能 进 
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入 能 力 发 展 的 良性 态势 . 

那么 ,怎样 越过 领悟 点 呢 ? 领悟 是 思维 的 结果 ,但 并 不 是 所 有 的 思维 活动 
都 能 进入 领悟 的 态势 .也 就 是 思维 对 领悟 来 说 ,是 必要 的 ,但 不 是 充分 的 . 

能 力 的 核心 内 容 就 是 思维 能 力 ,而 思维 能 力 发 展 和 升华 的 标志 就 是 领悟 . 没 
有 思维 的 层次 ,就 没有 研究 的 层次 ,就 没有 成 果 的 层次 ,就 没有 事业 成 功 的 层 
次 ,也 就 没有 人 生成 功 发 展 的 层次 . 

人 的 能 力 发 展 在 越过 领悟 点 的 时 候 ,通常 是 以 突然 发 出 的 “ 噢 ”为 表现 形式 
的 .就 是 当 人 们 在 思考 、 思 索 一 个 问题 ,常常 会 伴随 着 “ 噢 ”的 一 声 , 而 迎 来 思维 上 
的 质 的 突破 和 飞跃 , 迎 来 对 事物 的 本 质 乃 至 发 展 真 缔 的 领悟 . 正 是 在 这 样 的 基础 
上 ,我 们 可 以 发 现 ,一 个 人 的 能 力 的 发 展 ,是 和 他 在 思维 的 基础 上 发 出 的 “ 噢 ”的 
次 数 成 正比 例 的 , 即 和 他 完成 领悟 飞跃 的 次 数 成 正比 例 的 .当然 ,这 个 性 质 是 无 
法 用 逻辑 推理 的 方法 来 进行 证 明 的 ,只 能 通过 实践 来 进行 验证 、 检 验 . 

在 我 们 的 教学 活动 中 ,经 常 有 学 生 提 出 :“ 老 师 , 这 道 题目 我 不 懂 ." 有 的 教师 
就 会 问 :“ 你 什么 地 方 不 懂 ? 你 想到 什么 地 方 想 不 下 去 了 ?” 有 的 学 生 就 会 回答 
这 道 题目 的 条 件 是 什么 ,结论 是 什么 ,他 是 怎么 想 的 ,想到 这 里 他 想 不 下 去 了 . 教 
师 一 听 , 就 会 讲 :“ 接 下 去 应 该 这 样 想 一 一 ”常常 教师 还 没有 讲 两 句 话 , 学 生 就 会 
说 :… 噢 ……! 我 想 出 来 了 ." 显 然 这 位 学 生 真 的 懂 了 ,伴随 着 这 一 声 “ 噢 ”, 他 越过 
去 了 ,教师 下 面 的 话 都 不 需要 讲 了 ,再 讲 也 可 能 是 多 余 的 话 了 .也 有 的 学 生 , 当 教 
师 间 :“ 你 什么 地 方 不 懂 ?” 他 们 的 回答 是 :“ 我 都 不 懂 .” 面 对 这 样 的 回答 ,许多 教 
师 没 有 办 法 ,只 能 完整 地 讲 一 遍 ,而 讲 完 以 后 常常 还 是 要 问 一 问 :“ 你 懂 了 吗 ?” 
有 的 学 生 会 马上 回答 :我 懂 了 .实际 上 可 能 根本 没有 懂 , 因为 他 没有 发 出 " 噢 ” 
的 声音 ,怎么 会 懂 ?! 所 以 我 们 可 以 这 么 说 , 懂 和 不 懂 ,“ 噢 ”是 分 水 岭 .我 们 可 以 
发 现 , 一 个 班级 里 ,理解 能 力 较 好 的 学 生 和 理解 能 力 较 差 的 学 生 的 差别 往往 就 


我 明白 了 ” 噢 ……! 原来 是 这 个 道理 “ 噢 ……! 我 想 出 来 了 ”, 而 理解 能 力 较 
差 的 学 生 呢 ? 一 年 .两 年 ,三 年 .五 年 ,他 从 来 也 不 发 出 一 声 “ 噢 ”. 

当 人 们 对 人 的 智能 的 认识 和 追求 ,从 技能 发 展 到 能 力 层次 以 后 ,对 人 的 智 
能 的 要 求 ,也 可 以 归结 为 两 个 字 , 就 是 “ 思 ” 和 “ 悟 ”. 思 就 是 思维 、 思 考 、 思 想 , 悟 就 
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是 领悟 悟性 .这 样 ,我 们 的 教育 也 就 发 展 到 了 思 悟 教育 的 阶段 .我 们 通常 所 说 的 
素质 教育 ,在 培养 ,发展 智 能 的 范畴 内 ,就 是 智能 教育 ,也 就 是 在 “ 双 基 ”教育 的 
基础 上 再 加 上 思 悟 教育 . 

分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 的 本 质 是 思维 能 力 , 因 此 智能 教育 所 追求 的 目 
标 从 根本 上 讲 就 是 要 在 加 强 “ 双 基 ” 的 基础 上 ,使 智能 的 发 展 提高 到 以 思维 为 本 
质 属性 的 更 新 、 更 高 的 层次 ,其 最 重要 的 内 容 就 是 思维 形式 、 思 维 方 法 、 思 维 过 
程 .思维 能 力 和 思维 活动 规律 性 的 培养 和 教育 . 

人 的 智能 的 最 高 层次 , 即 人 的 能 力 的 最 高 层次 ,就 是 创新 能 力 .创新 能 力 是 
人 的 一 种 层次 最 高 .最 积极 、 最 具有 社会 价值 而 且 是 不 断 推动 人 类 社会 向 前 发 
展 的 能 力 . 

创新 能 力 是 人 完成 创新 创造 活动 的 能 力 . 换 一 种 通俗 的 说 法 ,创新 能 力 指 的 
就 是 人 在 社会 实践 活动 中 ,产生 新 的 想法 ,做 出 新 的 产品 ,创作 出 新 的 作品 的 能 
力 , 以 及 由 此 而 需要 的 意志 、 亲 力 等 品质 . 

创新 能 力 可 以 分 为 三 种 情况 ,这 是 根据 “新 ”的 含义 的 三 种 情况 来 确定 的 .其 
一 是 指 对 人 类 社会 来 讲 是 新 的 .是 前 所 未 有 的 ,可 以 称 之 为 特殊 才能 的 创新 能 
力 ; 其 二 是 指 对 社会 来 讲 并 不 新 ,然而 对 社会 的 某 一 个 特定 群体 来 说 是 新 的 、 出 
类 氢 蔡 的 ,可 称 之 为 群体 比较 的 创新 能 力 ; 其 三 是 指 对 社会 来 讲 并 不 新 ,但 对 个 
人 自己 来 讲 是 新 的 .前 所 未 有 的 、 个 人 独创 的 ,可 称 之 为 自我 实现 的 创新 能 力 . 

根据 创新 能 力 的 特征 以 及 创新 能 力 的 三 种 情况 ,我 们 可 以 看 到 :创新 能 力 
是 人 的 一 种 自然 属性 , 亦 即 创新 能 力 , 人 和 缘 有 之 . 

创新 能 力 的 核心 就 是 创新 思维 能 力 , 这 是 因为 人 的 一 切 创新 创造 成 果 都 是 
想 出 来 的 ,是 创新 思维 的 结果 . 

虽然 创新 能 力 有 三 种 情况 ,但 长 期 以 来 ,人 们 已 经 形成 了 一 种 观念 ,只 要 一 
提 到 创新 能 力 , 就 很 自然 地 和 特殊 才能 的 创新 能 力 联系 在 一 起 ,总 认为 只 有 具 
备 特殊 才能 的 人 士 才 有 创新 能 力 ,而 绝 大 多 数 普通 人 似乎 没有 创新 能 力 , 显 然 
这 种 观念 对 于 在 整体 上 提高 人 的 素质 ,特别 是 提高 人 的 创新 能 力 有 一 种 很 强 的 
抑制 作用 .因此 ,我们 在 教育 工作 中 不 断 地 强化 "创新 能 力 , 人 皆 有 之 ”的 观念 ,使 
广大 学 生 对 自己 所 具备 的 创新 能 力 建立 起 自信 心 , 就 显得 非常 重要 . 
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综 上 所 述 ,思维 能 力 的 培养 对 人 的 智能 发 展 有 着 决定 性 的 意义 ,而 这 种 思 
维 能 力 的 培养 又 必须 建立 在 知识 获取 、 技 能 训练 的 基础 上 ,甚至 还 包括 某 些 能 
力 培养 的 基础 上 .因此 ,作为 培养 思维 能 力 最 重要 的 部 分 一 一 思维 过 程 的 培养 和 
教学 ,也 同样 建立 在 这 一 基础 上 . 
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第 四 节 ”思维 过 程 教学 的 科学 性 要 求 


我 们 知道 ,教育 应 该 遵循 的 一 条 基本 原则 就 是 科学 性 原则 ,所 以 我 们 对 思 
维 过 程 的 讨论 .研究 和 教学 ,也 必须 遵循 教育 的 科学 性 原则 . 

科学 的 本 质 是 什么 ? 科学 就 是 运用 范畴 ,定理 .定律 等 思维 形式 反映 现实 
世界 各 种 现象 的 本 质 和 规律 的 知识 体系 ,是 反映 自然 .社会 .思维 等 领域 的 客观 
规律 的 知识 体系 ,科学 的 本 质 就 是 事物 发 展 变化 的 规律 性 . 

科学 的 本 质 是 规律 性 ,人 类 在 探索 规律 性 研究 规律 性 ,总结 规律 性 的 基础 
上 ,发现 了 规律 性 ,认识 了 规律 性 ,掌握 了 规律 性 ,并 按照 规律 性 办 事 . 这 样 ,人 们 
的 行为 才能 处 在 科学 的 层面 上 . 

我 们 教师 也 应 该 遵循 教育 的 科学 性 原则 ,在 课堂 上 讲 科 学 , 讲 规律 性 .然而 ， 
不 少 教师 在 课堂 教学 活动 和 课外 教学 活动 中 经 常 讲 的 并 不 是 科学 ,而 是 经 验 . 例 
如 ,许多 数学 教师 都 有 切身 的 体会 ,在 教学 活动 中 ,学 生 常 常 问 : 老师 ,你 拿 到 
这 个 问题 后 是 怎样 想 的 ? 你 怎么 想 得 出 来 ,我 怎么 就 想 不 出 来 ?而 我 们 许多 教 
师 的 回答 却 是 :主要 靠 多 做 题目 ,积累 经 验 , 到 时 候 自 然 就 会 想 .教师 的 回答 是 
在 讲 科学 吗 ? 显然 不 是 ,教师 在 这 里 讲 的 是 经 验 .于 是 ,学 生 就 出 现 了 困惑 : 老 
师 ,我 100 多 道 题目 做 下 来 了 ,但 是 我 还 是 不 会 想 ." 又 如 ,在 平面 几何 教学 中 ,学 
生 问 教师 问 得 最 多 或 者 频率 最 高 的 一 个 问题 就 是 ,老师 , 添 辅助 线 有 规律 吗 ?” 
学 生 的 提问 显然 是 在 追求 科学 ,然而 许多 教师 讲 的 是 :“ 添 辅助 线 有 常 法 而 无 定 
法 .” 在 这 样 的 教学 状态 下 ,要 大 多 数学 生 都 能 学 好 显然 是 很 困难 的 .在 没有 办 法 
的 情况 下 ,许多 教师 也 就 只 能 讲 : 添 辅助 线 , 就 是 拿 到 一 道 题目 以 后 , 先 添 一 条 
试 试看 ,不 行 再 添 一 条 试 试看 ,多 试 几 次 总 会 成 功 的 .” 面 对 这 样 的 回答 ,学 生 同 
样 会 遇 到 困惑 : 我 已 经 坛 了 十 多 次 了 ,但 还 是 没有 成 功 地 添 出 来 .显然 ,教师 在 
这 里 讲 的 还 是 经 验 .所 以 ,我 们 也 就 可 以 得 出 这 样 的 结论 :我 们 的 平面 几何 教学 
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还 处 于 经 验 教 学 的 层面 ,这 也 就 是 几何 难 教 难 学 的 症结 所 在 . 正 因为 这 样 ,要 从 
根本 上 解决 几何 教学 难 教 难 学 的 问题 , 即 平面 几何 教学 改革 ,教学 研究 的 目标 
和 方向 ,就 是 要 从 经 验 教学 层面 发 展 上 升 为 科学 教学 层面 . 

为 了 更 好 地 实现 从 经 验 教 学 发 展 上 升 为 科学 教学 的 目标 ,我 们 首先 讨论 经 
验 和 科学 几 个 基本 的 特性 . 

人 的 认识 是 从 实践 开始 的 .人 在 社会 实践 中 首先 获得 的 是 感知 ,是 感性 认 
识 , 这 种 感知 和 感性 认识 显然 还 没有 达到 、 甚 至 还 没有 进入 科学 的 层面 ,这 时 候 
的 人 的 认识 主要 表现 形式 就 是 经 验 , 这 也 就 是 人 的 认识 的 经 验 性 .对 许多 人 来 
说 ,人 生 的 发 展 过 程 就 是 一 个 不 断 地 积累 经 验 的 过 程 .积累 经 验 纵然 重要 ,但 同 
时 我 们 又 应 该 清醒 地 认识 到 ,认识 仅仅 停留 在 经 验 的 层面 上 是 不 够 的 ,因为 经 
验 是 有 局 限 性 的 ,而 且 经 验 也 并 不 一 定 会 上 升 为 科学 . 

那么 ,经 验 和 科学 的 区 别 是 什么 呢 ? 

根据 我 们 的 研究 ,经 验 的 特征 可 以 用 通俗 易 懂 的 语言 来 表述 ,主要 是 : 知 其 
行 , 不 知 其 为 什么 行 ; 张 三 行 , 李 四 未 必 行 ;今天 行 , 不 知道 明天 行 不 行 ;今天 行 ， 
不 知道 何 时 再 次 行 . 

经 验 的 第 一 个 特征 是 知 其 行 ,不 知 其 为 什么 行 .显然 ,我 们 如 果 能 做 到 知 其 
行 ,也 知 其 原因 , 那 当然 也 就 进入 科学 的 层面 了 .长 期 以 来 ,我 们 都 要 求 自 己 学 习 
也 好 ,做 学 问 也 好 ,都 要 达到 “不 但 要 知 其 然 ,而 且 要 知 其 所 以 然 ” 的 境界 , 讲 的 
也 就 是 这 个 道理 ,而 我 们 通常 说 的 “不 求 其 解 ”, 也 就 是 仅仅 停留 在 经 验 的 层面 
上 .在 我 们 传统 的 教学 中 ,有 的 教师 也 知道 采用 这 样 的 方法 教 效 果 肯 定好 ,但 却 
说 不 上 来 原因 . 像 这 样 的 例子 实在 是 太 多 了 ,其 最 集中 的 表现 ,就 是 教师 只 讲 怎 
么 做 ,而 很 少 甚至 不 讲 这 种 做 法 是 怎么 想 出 来 的 . 

经 验 的 第 二 个 特征 是 张 三 行 , 李 四 未 必 行 .显然 ,我 们 如 果 能 做 到 张 三 行 , 李 
四 肯定 行 , 那 当 然 也 就 进入 科学 的 层面 了 ,其 至 能 做 到 张 三 行 , 李 四 肯 定 不 行 ， 
显然 也 能 进入 科学 的 层面 了 . 

在 几何 教学 中 ,教师 经 常会 遇 到 这 样 的 情况 ,有 的 方法 对 一 道 题目 甚至 对 
一 批 题 目 也 可 以 讲 得 头头 是 道 ,似乎 是 天 衣 无 缝 ,但 换 一 道 题目 就 行 不 通 ,实际 
上 也 就 是 这 个 道理 .例如 ,许多 教师 在 讲 到 三 角形 的 中 线 时 ,都 会 给 学 生 讲 “出 现 
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了 三 角形 的 中 线 时 ,通常 可 以 将 中 线 延 长 一 倍 来 进行 证 明 ”. 然 而 在 实际 教学 中 ， 
教师 举 出 来 的 实例 ,确实 在 将 中 线 延 长 一 倍 后 ,就 可 以 解决 问题 .但 学 生 回去 自 
己 做 题目 时 ,同样 是 出 现 了 三 角形 的 中 线 ,延长 一 倍 以 后 却 没有 用 ,解决 不 了 问 
题 ,而 这 时 恰恰 是 不 需要 将 中 线 延长 一 倍 了 .这 也 就 说 明 “ 出 现 了 三 角形 的 中 线 
时 ,通常 可 以 将 中 线 延长 一 倍 来 进行 证 明 ” 仅 是 一 种 经 验 而 不 是 科学 . 

经 验 的 第 三 个 特征 是 今天 行 , 不 知道 明天 行 不 行 .显然 ,如 果 今 天 行 ,可 以 得 
到 明天 肯定 行 ,甚至 今天 行 ,能 断定 明天 肯定 不 行 , 那 当然 也 能 进入 科学 的 层面 
了 .例如 ,有 的 教师 今年 教 的 这 一 届 学 生 很 成 功 , 教 育 质量 很 高 ,考试 成 绩 也 很 
好 ,但 在 接 过 新 一 届 的 学 生 时 ,就 不 知道 三 年 以 后 这 届 学 生 到 底 行 不 行 ,说 明 这 
位 教师 的 教育 也 还 是 一 种 经 验 的 教育 . 

经 验 的 第 四 个 特征 是 今天 行 ,不 知道 何 时 再 次 行 .显然 ,如 果 今 天 行 , 可 以 确 
定 地 得 到 何 时 再 次 行 , 那 当然 也 就 进入 科学 的 层面 了 . 

事物 的 发 展 都 是 波浪 式 地 前 进 ,螺旋 式 地 上 升 的 .如 果 在 此 过 程 中 意识 不 
到 感受 不 到 这 样 一 种 波浪 或 螺旋 , 那 也 就 是 在 经 验 的 层面 上 .也 就 是 说 ,事物 的 
发 展会 有 高 峰 , 也 会 有 低谷 ,问题 不 在 于 是 否 出 现 高 峰 或 低谷 ,重要 的 是 要 明白 
何 时 会 重 上 高 峰 或 重 陷 低谷 .例如 ,有 的 学 生 在 小 学 学 习 阶段 的 成 绩 很 优秀 ,但 
到 初 一 、 初 二 年 级 的 时 候 , 出 现 了 学 习 成 绩 明 显 下 降 的 现象 ,我 们 的 许多 教师 在 
面 对 这 样 的 学 生 时 ,也 无 法 知道 他 们 中 的 每 一 个 人 将 在 什么 时 候 成 绩 会 再 次 上 
升 到 优良 甚至 优秀 的 水 平 ;教师 采用 某 种 有 效 的 教学 方法 去 进行 教学 的 时 候 ， 
同样 不 知道 应 用 这 样 的 教学 方法 后 他 们 中 的 每 一 个 人 将 在 什么 时 候 成 绩 会 再 
次 上 升 到 优良 甚至 优秀 的 水 平 . 

在 对 经 验 的 四 个 特征 进行 讨论 的 基础 上 ,我 们 可 以 发 现 并 得 到 科学 的 三 
重要 特性 . 

1. 科学 的 因果 性 

科学 的 因果 性 指 的 是 事物 和 事物 之 间 、 现 象 和 现象 之 间 具 有 的 原因 和 结果 
的 关系 ,是 一 种 建立 在 逻辑 推理 基础 上 的 ,可 以 从 一 事物 、 现 象 推导 出 另 一 事 
物 、 现 象 的 关系 .科学 的 因果 性 是 科学 规律 性 的 一 种 重要 的 表现 形式 . 

人 的 任何 一 种 认识 为 什么 是 科学 的 ,为 什么 是 具有 规律 性 的 ,就 因为 是 讲 
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得 出 道理 的 ,是 讲 得 清楚 因果 关系 的 ;是 知 其 然 , 而 且 是 知 其 所 以 然 的 ;是 知 其 
行 ,也 知 其 为 什么 行 的 . 反 过 来 ,对 任何 一 种 现象 ,只 要 你 是 讲 得 清楚 道理 的 ,是 
讲 得 清楚 因果 关系 的 ,人 们 也 就 会 相信 这 是 科学 的 . 

科学 的 成 功 ,不 是 在 于 根据 条 件 对 应 该 推 得 的 结论 的 不 断 追 求 ,就 是 在 于 
根据 已 经 获得 的 结论 对 能 推 得 这 一 结论 的 条 件 或 原因 的 不 断 追 溯 . 科 学 的 发 展 
和 进步 ,就 是 两 种 基本 模式 :一 种 是 由 因 导 果 式 的 不 断 推进 ,一 种 是 执 果 溯 因 式 
的 不 断 追 溯 . 一 方面 ,许多 科学 家 所 撰写 的 论著 中 ,有 着 大 量 的 根据 条 件 、 公 理 、 
性 质 推 得 结论 的 论述 ,它们 是 科学 的 重要 组 成 部 分 .例如 ,科学 家 采用 微 积 分 的 
方法 ,计算 出 第 一 宇宙 速度 .第 二 宇宙 速度 和 第 三 宇宙 速度 .显然 ,科学 的 这 些 进 
步 和 发 展 就 属于 由 因 导 果 的 模式 . 男 一 方面 ,科学 家 所 从 事 的 研究 活动 中 ,还 有 
相当 一 部 分 是 根据 结果 去 追溯 原因 的 .例如 ,对 人 生病 的 原因 的 追溯 和 探求 ,对 
细菌 、 病 毒 以 及 治疗 的 药物 方法 的 不 断 发 现 、 发 明 , 造 就 了 作为 科学 的 医学 的 
发 展 和 进步 ,显然 ,科学 的 这 些 进 步 和 发 展 就 属于 执 果 漳 因 的 模式 . 

数学 为 什么 是 科学 ,就 是 因为 数学 是 建立 在 严密 的 公理 系统 的 基础 上 , 数 
学 学 科 领 域内 所 发 现 的 任何 性 质 和 结论 ,都 要 经 过 严密 的 推理 加 以 论证 ,而 在 
推理 过 程 中 的 每 一 个 步骤 也 都 是 讲 得 清楚 道理 的 . 反 过 来 ,对 于 每 一 个 由 严密 的 
推理 所 得 到 的 性 质 或 结论 ,也 可 以 追溯 其 中 的 道理 ,可 以 将 来 龙 去 脉 讲 得 清 清 
楚楚 .所 以 人 们 也 就 相信 数学 这 门 学 问 是 科学 的 .由 此 我 们 也 就 明白 一 个 道理 ， 
数学 教学 要 从 经 验 教学 发 展 到 科学 教学 的 阶段 ,关键 的 问题 就 是 要 解决 不 但 要 
知 其 然 ,而 且 要 知 其 所 以 然 , 要 将 其 中 的 因果 关系 讲 清楚 .教师 要 将 功夫 下 在 ”为 
什么 会 这 样 想 ” 上 ,学 生 则 应 不 断 地 对 自己 追问 “为 什么 “什么 道理 ”, 即 使 一 道 
题目 已 经 做 出 来 了 ,也 要 回 过 头 来 搞 清楚 每 一 步 是 怎样 想 出 来 的 和 为 什么 会 这 
样 想 .因为 这 里 展示 的 就 是 思维 过 程 的 内 容 , 所 以 展示 思维 过 程 所 使 用 的 每 一 句 
话 , 一 定 要 建立 在 科学 的 因果 性 的 基础 上 ,也 就 是 一 定 要 讲 清楚 道理 . 

2. 科学 的 普遍 性 

科学 的 普遍 性 指 的 是 所 有 的 研究 对 象 . 事 物 、 现 象 所 具有 的 共同 性 质 .一 种 
性 质 一 种 判断 一 个 结论 对 某 一 范畴 内 的 所 有 问题 或 研究 对 象 来 说 都 是 正确 
的 、 适 用 的 ,所 显示 出 的 就 是 规律 性 .事物 发 展 中 的 普遍 存在 性 、 普 遍 适 用 性 就 是 
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一 种 反映 事物 发 展 的 本 质 的 、 规 律 性 的 联系 .科学 的 普遍 性 也 是 科学 规律 性 的 一 
种 重要 的 表现 形式 . 

科学 家 对 社会 的 重要 贡献 和 价值 ,不 仅 在 于 发 现 了 某 一 个 具体 的 事实 ,更 
为 重要 的 常常 在 于 发 现 了 普遍 成 立 .普遍 适用 的 规律 . 

由 此 可 见 ,我 们 的 教学 要 从 经 验 教学 发 展 到 科学 教学 的 阶段 ,教师 所 追求 
的 目标 不 仅 是 解 出 某 一 道 或 某 几 道具 体 的 题目 ,而 是 要 找到 能 解决 某 一 类 题目 
的 具有 普遍 性 的 方法 .同样 ,我 们 的 教育 不 是 为 了 追求 培养 出 少数 尖子 学 生 , 而 
是 要 追求 将 学 生 普遍 培养 成 才 的 教学 形式 .方法 和 途径 ,要 使 在 某 一 部 分 学 生 
身上 取得 成 功 的 教育 手段 和 方法 具有 普遍 的 价值 和 意义 . 

展示 思维 过 程 ,首先 需要 讲 清楚 是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 ,而 这 每 一 步 应 
该 是 在 经 验 层次 上 的 展示 ,还 是 应 该 在 科学 层次 上 的 展示 ,结论 是 不 言 而 喻 的 ， 
思维 过 程 的 教学 必须 落实 到 科学 的 普遍 性 上 ,要 介绍 普遍 成 立 .普遍 适用 的 思 
维 过 程 ,也 只 有 真正 做 到 这 一 点 ,我 们 在 教学 中 展示 的 才 是 真正 的 思维 过 程 . 

例如 ,在 几何 问题 中 ,出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 的 正方 形 时 ,就 必定 出 现 旋 
转型 的 全 等 三 角形 , 找 这 对 全 等 三 角形 的 方法 是 将 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 
线段 两 两 组 成 全 等 三 角形 ,这 种 性 质 是 对 任意 两 个 具有 公共 顶点 的 正方 形 都 成 
立 的 ,这 就 是 科学 的 普遍 性 的 展现 . 

3. 科学 的 预测 性 (也 可 称 为 预见 性 ) 

科学 的 预测 性 指 的 是 对 事物 或 研究 对 象 在 未 来 的 一 定时 间 段 内 发 展 变化 
的 态势 .趋势 的 准确 的 估计 、 评 价 和 论断 .人 的 任何 一 种 认识 的 科学 性 、 规 律 性 ， 
很 重要 的 一 点 就 体现 在 对 事物 未 来 的 发 展 态势 可 以 作出 准确 的 预测 . 

在 实际 工作 和 生活 中 ,能 作出 准确 的 科学 预测 的 人 ,才能 将 成 功 的 主动 权 
牢 牢 地 掌握 在 自己 的 手中 .传统 的 几何 教学 之 所 以 是 处 于 经 验 教学 的 阶段 ,就 因 
为 长 期 以 来 我 们 对 几何 问题 的 分 析 思 考 无 法 进行 准确 的 预测 .有 的 问题 即使 已 
经 想 了 好 几 步 ,推理 了 若干 步 ,也 无 法 预测 正确 的 结果 会 在 何 时 、 在 哪里 出 现 ， 
而 真正 到 正确 解答 出 现 的 时 候 , 又 常常 产生 纯 属 偶然 .运气 好 的 感觉 .科学 的 预 
测 性 ,就 是 要 解决 今天 行 . 明 天 也 要 行 的 问题 ,当然 这 里 的 “明天 ”是 一 种 泛 指 的 
意思 .人 在 思维 的 过 程 中 ,常常 需要 对 思维 发 展 的 方向 .轨迹 和 可 以 期 望 取得 的 
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成 果 作出 估计 ,如 果 这 种 估计 是 具有 科学 性 的 ,那么 当 思 维 推进 到 一 定 节 点 的 
时 候 , 期 望 取得 的 思维 成 果 好 像 就 会 在 预定 的 位 置 迎 候 着 你 的 思维 的 到 来 ,这 
也 属于 科学 的 预测 性 . 

我 们 国家 在 成 功 发 射 载 人 航天 飞船 的 时 候 , 都 可 以 准确 地 预报 这 条 飞船 将 
在 什么 时 候 返 回 和 在 什么 地 点 着 陆 , 而 在 预定 的 时 间 和 地 点 ,飞船 准确 地 回收 
着 陆 , 这 一 事实 就 足以 使 人 们 相信 这 是 科学 ,这 里 展示 的 同样 是 科学 的 预测 性 . 

落实 到 每 一 个 具体 的 问题 上 ,科学 的 预测 性 同样 会 表现 在 思维 过 程 中 .对 一 
个 问题 的 思考 ,出现 什 么 情况 时 ,就 会 产生 对 问题 的 发 展 进行 预测 的 需要 ,正确 
的 预测 结果 又 是 怎样 想 出 来 的 ,怎样 确保 预测 得 到 的 结果 是 正确 无 误 的 ,都 落 
到 了 思维 过 程 上 . 

今天 ,我 们 教育 的 改革 和 发 展 的 一 个 重要 目标 ,就 是 要 从 经 验 教育 向 科学 
教育 发 展 ,那么 具体 怎么 做 呢 ? 实际 上 就 是 要 从 以 上 三 个 方面 和 人手 ,努力 取得 
进展 和 突破 ,而 其 中 任何 一 个 方面 所 取得 的 实绩 和 进步 ,都 代表 着 从 经 验 教育 
向 科学 教育 的 提高 和 迈进 . 
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第 一 节 ”基本 图 形 分 析 法 


一 、 从 传统 分 析 方 法 到 基本 图 形 分 析 法 


教育 要 追求 思维 过 程 的 培养 ,训练 和 形成 ,而 要 讲 清楚 每 一 个 问题 的 思维 
过 程 ,最 重要 的 前 提 就 是 以 具有 科学 性 的 、 能 揭示 规律 性 的 思维 方法 为 基础 理 
论 .对 平面 几何 这 门 学 科 而 言 , 基 本 图 形 分 析 法 就 是 这 样 一 种 能 揭示 思维 方法 规 
律 性 的 分 析 方 法 . 

长 期 以 来 ,平面 几何 是 一 门 让 教师 感到 难 教 ,让 学 生 感到 难 学 的 学 科 , 至今 
仍 是 制约 着 教育 质量 提高 和 学 生成 才 的 “瓶颈 ”现在 社会 上 流行 “不 能 输 在 起 跑 
线 上 ”, 但 没有 输 在 起 跑 线 上 而 倒 在 几何 线 上 的 学 生 何止 成 千 上 万 . 

那么 ,几何 教 和 学 之 难 到 底 难 在 哪里 ? 实际 上 就 难 在 三 个 字 , 即 “规律 
性 ”. 在 教学 中 ,教师 之 所 以 不 断 地 讲 “ 怎 样 想 的 ?主要 是 多 做 题目 ,积累 经 验 , 到 
时 候 自然 会 想 “ 添 辅助 线 有 常 法 而 无 定 法 ”“ 添 辅助 线 就 是 拿 到 一 道 题目 , 先 添 
一 条 试 试看 ,不 行 再 添 一 条 试 试看 ,多 试 几 次 总 会 成 功 的 ”, 根 本 的 原因 就 是 没 
有 办 法 掌握 几何 问题 分 析 方 法 的 规律 性 和 添加 辅助 线 的 规律 性 .事实 上 ,教师 所 
作 的 这 样 一 种 回答 ,无 法 从 根本 上 解决 学 生 在 学 习 过 程 中 的 困惑 .学 生 在 学 习 几 
何 的 过 程 中 ,最 迫切 想 要 知道 的 就 是 几何 问题 思考 方法 .分 析 方 法 的 规律 性 ,最 
迫切 想 要 知道 的 就 是 几何 问题 中 添加 的 每 一 条 辅助 线 是 怎样 想 出 来 的 .由 于 传 
统 的 几何 教学 无 法 对 学 生 的 这 些 期 待 给 出 直接 的 .明确 的 、 准 确 的 .科学 的 回 
答 , 学 生 在 几何 学 习 过 程 中 的 晨 惧 心理 难以 得 到 根本 上 的 消除 ,这 也 就 是 几何 
难 教 、 难 学 之 根本 原因 所 在 . 

图 形 是 几何 研究 的 对 象 ,任何 离开 对 图 形 .图 形 性 质 研 究 的 分 析 方 法 ,要 揭 
示 几 何 问题 思考 方法 、 分 析 方 法 的 规律 性 都 是 十 分 困难 的 .在 教学 中 ,要 取得 成 
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功 也 是 十 分 困难 的 .当然 ,这 里 所 指 的 成 功 是 对 大 多 数学 生来 说 的 成 功 ,而 不 是 
仅 对 少数 特别 优秀 的 学 生 而 言 . 

任何 离开 对 图 形 、 图 形 性 质 的 研究 的 分 析 方 法 ,都 不 可 能 在 几何 教学 中 取 
得 成 功 ,这 实际 上 包含 着 对 传统 几何 分 析 方 法 的 否定 .现在 许多 教师 在 教学 中 实 
际 采用 的 分 析 方 法 大 多 还 是 传统 的 证 题 术 , 这 种 方法 的 经 典 语言 就 是 :“ 怎 么 证 
明 两 条 线段 相等 呢 ? 要 证 明 两 条 线段 相等 ,可 以 应 用 全 等 三 角形 ;可 以 证 明 这 
两 条 线段 都 和 第 三 条 线段 相等 ;可 以 应 用 等 腰 三 角形 ;可 以 应 用 平行 四 边 形 ;可 

应 用 正方 形 ; 可 以 应 用 比例 性 质 ,等 等 .” 而 在 实际 教学 中 ,没有 一 位 教师 是 能 
够 列举 完 的 ,一 般 都 是 列举 了 几 条 就 结束 了 , 那 为 什么 列举 到 这 里 就 “刹车 ”了 
呢 ? 教师 显然 无 法 讲 清楚 . 

从 思维 的 角度 来 看 ,这 里 应 用 的 是 列举 的 方法 ,就 是 属于 扩散 思维 的 范畴 ， 
于 是 首先 出 现 的 问题 就 是 在 具体 教学 活动 中 ,尤其 是 在 课堂 教学 过 程 中 ,无 论 
哪 一 位 教师 都 不 可 能 进行 完美 的 、 毫 无 遗漏 的 列举 ,这 样 的 方法 在 理论 上 是 存 
在 缺陷 的 .另外 ,即使 有 教师 进行 了 完美 的 、 毫 无 遗漏 的 列举 ,将 所 有 的 可 能 性 都 
列举 了 出 来 ,但 由 于 其 中 的 相当 一 部 分 可 能 性 对 这 个 具体 问题 的 解决 来 说 ,又 
是 毫 无 价值 的 ,因此 许多 教师 也 会 感到 没有 必要 去 作 这 样 详 尽 的 列举 ,这 也 确 
实 会 包含 许多 无 效 的 思维 和 努力 .然而 实质 性 的 问题 还 不 仅 是 在 这 里 ,关键 的 问 
题 是 , 当 你 列举 出 了 这 样 许多 方法 或 可 能 性 以 后 ,对 这 道具 体 的 题目 来 说 ,你 是 
怎样 作出 选择 的 ,是 根据 什么 来 作出 这 样 的 选择 的 . 

从 思维 形式 上 讲 , 前 面 的 列举 属于 扩散 思维 ,而 后 面 的 比较 和 作出 选择 属 
于 集中 思维 . 当 列 举 出 许多 可 能 性 以 后 ,就 需要 进行 集中 思维 对 这 些 可 能 性 进行 
逐一 比较 ,才能 最 后 作出 选择 .但 在 实际 教学 工作 中 ,这 几乎 是 不 可 能 做 到 的 .而 
在 没有 进行 充分 的 、 完 整 的 比较 之 前 ,就 作出 的 选择 ,显然 就 会 面临 讲 不 清楚 道 
理 的 困惑 ,也 就 是 只 能 用 “经 验 ” 来 作出 选择 . 

从 上 述 讨论 中 ,我 们 可 以 发 现 传统 的 几何 分 析 方 法 也 是 在 对 几何 问题 进行 
分 类 讨论 .然而 ,分 类 也 有 科学 的 分 类 和 经 验 性 的 分 类 .分 类 ,就 是 将 一 个 集合 分 
成 若干 个 真子 集 .科学 的 分 类 必须 满足 两 个 条 件 :所 有 的 真子 集 的 并 集 应 该 是 全 
集 ;所 有 真子 集 的 两 两 的 交集 应 该 是 空 集 .在 传统 的 几何 证 明 方 法 进行 的 分 类 


32 


第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


中 ,就 以 证 明 两 条 线段 相等 的 问题 为 例 , 首 先 所 有 的 几何 问题 就 是 一 个 全 集 , 而 
全 等 三 角形、 两 条 线段 都 和 第 三 条 线段 相等 、 等 腰 三 角形 ,平行 四 边 形 、 正 方形 、 
比例 性 质 等 ,就 是 进行 分 类 后 得 到 的 一 个 个 真子 集 .那么 ,首先 要 满足 的 就 是 所 
有 的 真子 集 的 并 集 应 该 是 全 集 .显然 ,由 于 我 们 无 法 进行 完美 的 、 毫 无 遗漏 的 列 
举 ,这 些 真子 集 的 并 集 就 不 可 能 达到 全 集 , 总 是 会 出 现 遗 漏 .我 们 能 够 做 到 的 就 
是 尽 可 能 地 台 近 全 集 ,在 经 验 的 层面 上 也 总 是 努力 通过 尽 可 能 多 的 列举 来 通 近 
全 集 ,符合 这 一 条 .这 样 ,只 要 对 所 有 的 真子 集 都 进行 了 讨论 并 使 间 题 得 到 解决 

后 ,全 集 的 问题 也 就 得 到 了 解决 .然而 ,严重 的 问题 是 出 现在 所 有 的 真子 集 的 
两 两 的 交集 应 该 是 空 集 这 一 条 上 .实际 上 证 明 两 条 线段 相等 的 问题 ,是 所 有 这 些 
真子 集 的 公共 的 交集 .由 于 交集 不 是 空 集 ,因此 在 这 个 公 共 的 交集 中 的 证 明 两 条 
线段 相等 的 问题 ,就 不 知道 应 该 属于 哪 一 个 真子 集 , 就 不 知道 应 该 用 哪 一 个 丰 
子 集 的 方法 来 进行 讨论 和 论证 ,一 旦 选用 某 一 个 真子 集 的 方法 来 进行 讨论 和 论 

就 会 说 不 清楚 道理 .这 就 是 同样 两 道 证 明 两 条 线段 相等 的 问题 ,为 什么 一 道 是 
目 选择 用 全 等 三 角形 来 进行 证 明 , 而 另 一 道 却 不 用 全 等 三 角形 ,甚至 完全 不 考 
虑 ,这 其 中 的 道理 ,常常 无 法 自圆其说 . 

由 于 采用 传统 的 证 题 术 的 方法 来 进行 教学 有 时 很 难 讲 清楚 分 析 方法 ,因此 
有 的 教师 转 而 采用 传统 的 证 题 法 的 方法 来 进行 教学 .对 此 ,我 们 可 以 先 看 如 下 的 
一 道 例题 ， 

已 知 : 八 ABC 中 ,D 是 BC 的 中 点 ,了 了 BAD 一 CAD.( 图 2-1-1) 

求证 :AB 王 AC. 4 

这 是 一 道 非常 基 础 ,而 且 几 乎 所 有 的 几何 教材 都 | 
选用 的 例题 ,也 是 几乎 所 有 的 几何 教师 都 必定 要 讲授 二 一 一 
的 一 道 例题 ,但 用 传统 的 证 明 方法 却 会 遇 到 很 大 的 
困难 

一 般 教师 都 是 这 样 讲 的 “同学 们 ,这 是 一 道 证 明 两 条 线段 相等 的 问题 ,我 
们 可 以 想 办 法 把 这 两 条 线段 AB 和 AC 放 到 两 个 三 角形 中 ,然后 证 明 这 两 个 三 
角形 全 等.( 这 段 话 本 身 是 有 问题 的 ,为 什么 要 证 明 两 条 线段 相等 ,你 就 会 想到 要 
将 这 两 条 线段 放 到 两 个 三 角形 中 ,然后 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 呢 ? 不 是 还 有 许 


图 马 = 工 = 工 
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多 方法 吗 ,为 什么 偏偏 就 选 了 这 种 方法 ,这 两 者 之 间 有 什么 因果 联系 呢 ?) 现 在 
这 两 条 线段 可 以 看 作 是 AAABD 和 和 AACD 的 对 应 边 ,我 们 可 以 想 办 法 证 明 这 两 
个 三 角形 全 等 .已 知 DD 是 BC 的 中 点 ,BD 二 CD; 了 BAD= 人 CAD,AD=AD， 
但 出 现 的 是 两 边 和 其 中 一 边 的 对 角 对 应 相等 ,还 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 那 
怎么 办 呢 ? 我 们 就 可 以 想 办 法 造 一 对 全 等 三 角形 .( 这 段 话 本 身 也 是 有 问题 的 ， 
还 不 能 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 , 那 怎么 就 想到 要 造 一 对 全 等 三 角形 呢 ?) 那 么 怎 
么 来 造 这 对 全 等 三 角形 呢 ?” 实 际 上 问题 就 到 了 关键 点 上 ,这 时 许多 教师 接 下 去 
都 是 这 样 讲 : 同学 们 ,这 道 题 目的 条 件 中 还 给 出 AD 是 AAABC 的 中 线 ,在 几何 
问题 中 ,出 现 了 三 角形 的 中 线 , 通 常 是 将 中 线 延 长 一 倍 , 于 是 延长 AD 到 ,使 
DE 一 AD……” 接 下 来 问题 看 上 去 也 就 可 以 解决 了 ,然而 关键 的 问题 是 什么 ? 
实际 上 就 是 这 个 “通常 ”, 什 么 是 “通常 ”? 没有 一 位 教师 能 讲 清楚 这 个 “通常 ”的 
准确 意义 是 什么 ,学 生 当 然 无 法 在 实际 问题 中 去 领会 这 个 “通常 ”的 意思 以 及 应 
该 怎么 应 用 . 

上 面 这 道 例题 出 现 了 三 角形 的 中 线 ,将 中 线 延 长 一 倍 后 问题 是 可 以 解决 的 ， 
但 接 下 来 一 道 题目 ,也 是 出 现 了 三 角形 的 中 线 , 但 却 不 延长 了 ,而 且 恰 恰 延 长 了 以 
后 发 现 是 没有 用 的 .这 里 的 道理 是 什么 ?说 得 清楚 吗 ? 进一步 研究 可 以 发 现 ,在 出 
现 三 角形 中 线 的 众多 问题 中 ,要 通过 延长 中 线 一 倍 来 解决 问题 的 只 是 很 少 的 一 部 
分 ,大 部 分 的 问题 都 不 是 通过 延长 中 线 一 倍 来 解决 的 ,这 就 说 明 我 们 在 教学 中 经 
常 说 的 “通常 ”恰恰 “不 通常 “从 科学 性 的 角度 来 分 析 ,我们 在 将 特殊 的 方法 作为 一 
般 的 ,普遍 的 方法 来 介绍 时 ,我 们 的 教学 就 容易 出 现 问题 .事实 上 ,教师 讲 的 话 在 学 
生 的 心目 中 具有 相当 高 的 权威 性 ,常常 就 是 “真理 ”, 现 在 教师 讲 了 “在 几何 问题 
中 ,出 现 了 三 角形 的 中 线 , 通 常 是 将 中 线 延长 一 倍 ”, 学 生 听 了 , 记 住 了 ,同时 也 毫 
无 疑义 地 接受 了 ,但 回去 做 习题 时 , 却 发 现 总 不 能 解决 问题 . 几 次 下 来 ,学 生 对 教师 
的 信任 会 逐渐 淡化 ,甚至 消失 .实际 上 ,将 中 线 延 长 一 倍 所 反映 出 的 仅仅 是 教学 中 
的 一 种 现象 ,是 一 种 解 题 的 结果 ,代表 的 仅仅 是 一 种 经 验 而 不 是 科学 . 

回顾 以 上 讨论 过 程 不 难 发 现 , 所 有 的 讨论 都 是 离开 了 图 形 而 进 行 的 .这 实际 
上 也 就 是 传统 的 几何 分 析 方 法 存在 的 最 根本 、 最 严重 的 缺陷 .尽管 对 每 一 道具 体 的 
几何 问题 来 说 是 有 图 形 的 ,但 就 分 析 方 法 的 整体 而 言 , 却 是 离开 了 图 形 来 进行 
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的 .就 以 证 明 两 条 线段 相等 的 问题 来 说 ,尽管 我 们 可 以 
列举 种 种 方法 ,但 却 能 发 现 每 一 种 方法 , 既 不 解决 应 在 
怎样 的 图 形 中 来 应 用 ,也 不 解决 出 现 了 什么 样 的 图 形 
时 选用 .这 也 就 是 为 什么 传统 的 几何 分 析 方 法 无 法 揭示 
几何 问题 思考 方法 、 分 析 方法 的 规律 性 的 道理 . 


一 道 几何 问题 ,都 会 以 一 个 图 形 以 及 这 个 图 形 所 
B 


具有 的 各 种 性 质 为 研究 对 象 .而 出 现在 几何 问题 中 的 
每 一 个 几何 图 形 , 无 论 是 怎样 的 简单 还 是 复杂 ,经 过 
观察 和 分 析 , 都 一 定 可 以 发 现 这 样 一 个 事实 , 即 它 是 
一 个 或 者 若干 个 最 简单 、 最 基本 也 是 最 重要 的 图 形 

组 合 而 成 的 . 

为 了 说 明 问题 ,我 们 先前 析 一 道 例题 

已 知 : 人 ABC 中 ,AB 二 AC,AD | BC, 重 足 是 
D,BE 是 人 ABC 的 平分 线 , 过 已 作 EF | BE 交 BC 
于 ,EG | BC; 生 是 是 G.( 图 21-2) 


求证 :DG 一 TBF. 


分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 BE 是 人 ABC 的 平 
分 线 和 EF_| BE , 即 EF 是 角 平 分 线 BE 的 垂 线 ( 图 2 
-1-3), 所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 
形 进 行 证 明 .这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 
角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,而 现在 角 平 分 线 BE 的 垂 线 
EF 与 角 的 一 边 BC 已 经 相交 ,而 与 男 一 边 BA 尚未 
相交 ,所 以 就 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 FE 
交 BA 的 延长 线 于 互 ( 图 2- 1-4). 就 可 得 人 BE 万 安 
八 BEF ,BH 二 BF ,EH 二 EF. 这 里 应 用 的 等 腰 三 角形 
ee he a ee 
(图 2-1-5). 
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透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


在 证 明了 BH 二 BF 后 ,本 题 要 证 明 的 结论 DG 


= 二 BF, 就 转化 为 DG 一 于 BH ,这 是 两 条 线段 之 间 


\、、o 的 倍 半 关系 ,而 由 于 人 BEH =90", 因 此 这 两 条 线段 之 


间 的 倍 半 关系 中 的 倍 线段 BH 就 成 为 直角 三 角形 
BEH 的 斜 边 , 从 而 就 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 
线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 现 在 图 形 中 有 直角 三 
角形 而 没有 斜 边 上 的 中 线 ( 图 2-1-6), 所 以 应 将 斜 
边 上 的 中 线 添上 ,也 就 是 取 BH 的 中 点 了 ,联结 ET 交 


AD 于 J( 图 2-1-7), 可 得 EI 二 BH ,问题 就 转化 


为 要 证 DG 一 亏 E1. 这 里 应 用 的 直角 三 角形 斜 边 上 的 
中 线 就 是 这 个 问题 的 第 二 个 基本 图 形 (图 2- 1- 8). 

因为 1 是 BH 的 中 点 ,E 是 FH 的 中 点 ,就 出 现 
了 两 个 中 点 ,所 以 就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 
形 进行 证 明 ( 图 2-1-9), 即 得 IE/ BF. 这 里 应 用 的 
三 角形 中 位 线 就 是 这 个 问题 的 第 三 个 基本 图 形 (图 2 
二 二 二 

在 证 明了 IE//BF 后 ,就 出 现 了 IE 是 人 ABC 内 
一 条 边 BC 的 平行 线段 ,于 是 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 
边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ， 
也 就 可 得 AAI 正 c2AABC( 图 2-1-11), 而 由 已 知 
AB=AC,AD BC , 垂 足 是 疡 ,可 得 AT 一 AE,AJ 上 


IE, 季 足 是 ,并 可 得 是 IE 的 中 点 ,JE= 了 1E. 这 
里 应 用 的 平行 线 型 相似 三 角形 就 是 这 个 问题 的 第 四 
个 基本 图 形 (图 2-1-12). 

现在 的 问题 就 转化 为 要 证 明 DG 一 JE, 由 于 条 件 
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还 给 出 EG_| BC , 垂 足 是 G, 于 是 EG//JD, 而 EJ/ 
GD ,从 而 应 用 平行 线 的 性 质 就 能 证 明 DG 二 JE ,分析 
就 可 以 完成 .这 里 应 用 的 平行 线 就 是 这 个 问题 的 第 五 
个 基本 图 形 (图 2-1- 13). 

通过 对 这 一 例题 的 分 析 可 以 发 现 , 像 这 样 一 道 比 
较 复杂 的 几何 问题 (图 形 ) 实 际 上 是 由 五 个 基本 图 形 
组 合 而 成 的 ,分 析 并 找到 这 五 个 基本 图 形 ,再 应 用 这 
五 个 基本 图 形 的 性 质 ,就 可 以 使 问题 得 到 解决 .这 样 一 
种 分 析 方 法 就 是 基本 图 形 分 析 法 . 

我 们 可 以 再 任意 选择 一 个 几何 问题 ,将 它 的 图 形 
进行 剖析 ,也 可 以 发 现 它 是 由 几 个 基本 图 形 组 合 而 成 
的 .我 们 可 以 将 这 几 个 基本 图 形 和 上 述 五 个 基本 图 形 
放 在 一 起 进行 比较 ,比较 的 结果 可 能 是 两 组 基本 图 形 
中 没有 一 个 是 相同 的 ,也 可 能 是 有 一 个 或 若干 个 是 相 
同 的 .如 果 两 组 基本 图 形 中 没有 一 个 是 相同 的 ,就 将 这 
两 组 基本 图 形 合并 到 一 起 ,成 为 一 组 新 的 基本 图 形 ; 
如 果 两 组 基本 图 形 中 有 一 个 或 阁 干 个 是 相同 的 ,那么 
每 两 个 相同 的 基本 图 形 就 只 保留 一 个 ,然后 也 和 其 他 
的 基本 图 形 合并 到 一 起 ,成 为 一 组 新 的 基本 图 形 .显然 
这 组 新 的 基本 图 形 的 个 数 比 原来 的 一 组 增加 了 .我 们 
将 这 个 过 程 继 续 进 行 下 去 ,很 快 我 们 就 可 以 发 现 , 在 
这 个 过 程 的 开始 阶段 , 随 着 讨论 题目 数量 的 增加 , 基 
本 图 形 的 数量 也 在 不 断 地 增加 ,但 是 渐渐 地 就 发 现 增 
加 的 速度 在 逐渐 放 缓 ,再 接 下 去 ,有 可 能 在 讨论 了 几 
道 .十 几 道 甚至 几 十 道 题目 以 后 , 才 增 加 一 个 新 的 基 
本 图 形 .如 果 这 个 过 程 继续 进行 下 去 ,那么 到 一 定 的 时 
候 , 就 会 发 现在 剖析 更 多 的 题目 的 过 程 中 ,基本 图 形 
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几乎 不 再 增加 了 ,这 样 实际 上 我 们 就 得 到 了 一 个 基本 图 形 的 集合 或 者 系统 . 
在 这 样 一 个 研究 探索 的 过 程 中 ,实际 上 也 就 得 到 了 一 种 新 的 分 析 方法 , 即 
基本 图 形 分 析 法 . 


二 、 几 何 问 题 分 析 规律 性 和 基本 图 形 分 析 法 


什么 是 基本 图 形 分 析 法 呢 ? 

基本 图 形 分 析 法 就 是 在 几何 学 科 中 ,根据 问题 的 条 件 和 结论 ,分 析 并 找到 
组 成 这 个 几何 问题 的 一 个 或 若干 个 基本 图 形 , 再 应 用 这 些 基本 图 形 的 性 质 ,使 
问题 得 到 解决 的 几何 分 析 方 法 . 

基本 图 形 分 析 法 是 一 种 建立 在 对 图 形 和 图 形 的 性 质 的 认识 分析、 应 用 基 
础 上 的 思考 方法 和 分 析 方 法 .任何 一 个 几何 图 形 ,都 是 由 一 个 或 若干 个 基本 图 形 
组 合 而 成 的 , 当 若 干 个 基本 图 形 组 合成 为 一 个 几何 问题 的 时 候 ,许多 图 形 的 性 
质 就 隐 去 了 ,所 以 对 几何 问题 的 分 析 和 思考 过 程 实质 上 就 是 要 将 这 一 综合 过 程 
逆 过 来 进行 ,也 就 是 要 剖析 并 找到 这 些 基 本 图 形 ,并 应 用 这 些 基 本 图 形 的 性 质 ， 
使 问题 得 到 解决 .基本 图 形 分 析 法 就 是 在 这 样 的 基础 上 诞生 的 . 

在 以 上 的 论述 过 程 中 出 现 了 基本 图 形 这 个 概念 ,为 此 我 们 应 首先 明确 什么 
是 基本 图 形 . 如 果 仅 从 文字 上 解释 ,基本 图 形 应 该 是 组 成 几何 图 形 的 最 基本 的 元 
素 ,这 样 就 会 很 自然 地 想到 点 线段 、 弧 、 三 角形 这 些 构成 几何 图 形 的 最 简单 .最 
基本 的 元 ,而 基本 图 形 分 析 法 最 重要 的 内 涵 就 是 要 应 用 这 些 基 本 图 形 的 性 质 去 
解决 问题 ,这 就 必须 要 回答 每 一 个 基本 图 形 在 什么 条 件 下 应 用 和 怎样 应 用 的 问 
题 .而 恰恰 是 在 这 两 个 问题 上 ,点 ,线段 , 弧 其 至 三 角形 都 无 法 讲 清楚 ,可 见 基本 
图 形 并 不 是 几何 图 形 的 “基本 元 ”. 当 然 ,基本 图 形 也 不 是 几何 题目 ,不 是 许多 复 
杂 的 几何 图 形 , 它 们 应 该 既 具 有 组 成 几何 图 形 的 基本 元 的 功能 ,又 必须 是 具有 
特定 性 质 和 应 用 条 件 的 图 形 . 

于 是 就 有 :在 几何 问题 的 分 析 中 ,组 成 一 个 几何 问题 的 图 形 中 最 简单 、 最 重 
要 、 最 基本 的 ,但 又 是 具有 特定 的 性 质 ,能 阐明 应 用 条 件 和 应 用 方法 的 图 形 , 我 
们 把 具有 这 种 特定 性 质 的 图 形 称 为 基本 图 形 . 

在 对 数 以 千 计 的 几何 问题 进行 图 形 剖 析 后 ,就 会 发 现 几何 学 科 中 的 基本 图 
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形 的 数量 是 30 多 个 ,但 就 是 这 30 多 个 基本 图 形 的 无 限 组 合演 绎 出 了 一 部 能 显 
现 无 穷 变 化 的 平面 几何 学 .这 30 多 个 基本 图 形 可 以 分 成 七 大 类 :平行 线 、 等 腰 三 
角形 .与 圆 有 关 的 角 、 全 等 三 角形 、 相 似 三 角形 、 特 殊 角 三 角形 .与 面积 方法 有 关 
的 三 角形 . 

在 几何 问题 的 分 析 过 程 中 ,同样 要 回答 一 个 问题 :在 众多 的 几何 问题 中 , 当 
遇 到 一 个 具体 问题 ,为 什么 会 想到 要 应 用 某 个 基本 图 形 而 不 是 应 用 另外 一 个 基 
本 图 形 呢 ? 这 也 就 涉及 每 一 个 基本 图 形 的 应 用 条 件 .那么 ,应 用 条 件 从 什么 地 方 
得 来 呢 ? 显然 这 取决 于 每 一 个 基本 图 形 的 特征 ,取决 于 每 一 个 基本 图 形 不 同 于 
其 他 基本 图 形 的 本 质 属性 ,取决 于 这 个 基本 图 形 和 其 他 基本 图 形 的 本 质 上 的 差 
异 .所 以 ,要 探求 .发 现 每 一 个 基本 图 形 的 应 用 条 件 , 首 先 就 要 研究 和 讨论 每 一 个 
基本 图 形 的 特性 ,然后 ,根据 这 些 特性 来 归纳 、 发 现 并 最 终 得 到 每 一 个 基本 图 形 
的 应 用 条 件 .进一步 研究 可 以 发 现 , 在 所 讨论 的 基本 图 形 的 特性 和 随 之 得 到 的 应 
用 条 件 中 ,除了 很 少量 的 且 必 须要 用 数量 关系 表达 的 性 质 以 外 ,相当 一 部 分 都 
是 对 位 置 关系 的 表述 ,这 也 是 基本 图 形 分 析 法 和 传统 的 几何 分 析 方 法 的 一 个 重 
要 区 别 .在 根据 应 用 条 件 确定 并 找到 基本 图 形 以 后 ,相应 的 应 用 方法 就 是 应 用 基 
本 图 形 的 性 质 , 一 般 都 比较 容易 确定 .实际 上 ,应 用 方法 是 由 基本 图 形 确 定 的 , 基 
本 图 形 一 经 确定 ,应 用 方法 也 就 相应 地 确定 了 .因此 ,基本 图 形 分 析 法 的 内 容 对 
每 一 个 基本 图 形 而 言 ,都 由 基本 图 形 、 基 本 图 形 的 性 质 \ 位 置 特征 、 应 用 条 件 和 
应 用 方法 五 个 部 分 组 成 . 


三 、 怎 样 应 用 基本 图 形 分 析 法 添 辅助 线 


接 下 来 要 解决 的 问题 就 是 :怎样 应 用 基本 图 形 分 析 法 添 辅助 线 ? 

添 辅助 线 是 教 好 、 学 好 平面 几何 的 关键 问题 .然而 ,长 期 以 来 , 它 又 是 平面 几 
何 教学 中 最 难 解决 的 难题 .一 个 不 争 的 事实 就 是 平面 几何 的 教育 质量 在 大 范围 
内 一 直 不 尽 如 人意 ,而 不 少 学 生 又 产生 了 很 强 的 晨 难 心理 以 至 放弃 几何 学 习 ， 
这 也 就 造成 了 数学 教育 界 出 现 了 一 种 祈求 通过 降低 教学 要 求 . 删 减 内 容 以 摆脱 
这 种 困境 的 倾向 .这 种 现象 不 仅 在 我 国 存在 ,在 国外 也 相当 普遍 .其 实 ,这 种 回避 
问题 的 实质 和 要 害 的 做 法 ,并 不 是 解决 问题 的 根本 .有 效 的 办 法 ,也 不 是 摆脱 平 
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面 几何 教学 困境 的 正确 出 路 .内 容 删 减 了 ,要 求 降低 了 ,平面 几何 内 容 的 科学 体 
系 支 离 破碎 了 ,但 教学 质量 并 没有 明显 提高 ,学 生 的 县 难 心 理 以 至 放弃 几何 学 
习 的 现象 依旧 存在 .所 以 ,关键 的 问题 不 在 于 内 容 的 深浅 、 多 少 , 不 在 于 教学 要 求 
降低 多 少 , 而 在 于 揭示 分 析 方 法 的 规律 性 ,揭示 添 辅助 线 的 规律 性 .因此 ,几何 问 
题 最 大 的 困难 就 在 于 添 辅助 线 , 任 何 一 种 成 功 的 几何 分 析 方 法 都 必须 对 添 辅助 
线 的 问题 作出 正确 的 .科学 的 、 正 面 的 、 直 接 的 回答 ,必须 正确 地 揭示 并 使 学 生 
能 够 掌握 添 辅助 线 的 规律 性 . 

应 用 基本 图 形 分 析 法 ,怎样 解决 添 辅助 线 的 规律 性 问题 呢 ? 

应 用 基本 图 形 分 析 法 ,首先 就 是 要 根据 问题 中 出 现 的 应 用 条 件 , 找 到 基本 
图 形 , 显 然 这 时 还 不 存在 添 辅助 线 的 问题 . 接 下 来 则 是 要 应 用 基本 图 形 的 性 质 来 
解决 问题 ,这 时 就 会 出 现 如 下 两 种 情况 . 

一 是 所 有 分 析 、 找 到 的 基本 图 形 都 是 完整 的 ,这 样 应 用 这 些 基 本 图 形 的 性 
质 就 不 会 有 什么 困难 ,问题 自然 也 就 得 到 了 解决 ,显然 这 时 也 不 存在 添 辅助 线 
的 问题 .二 是 在 分 析 、 找 到 的 基本 图 形 中 ,有 一 个 或 者 若干 个 是 不 完整 的 ,这 样 在 
应 用 这 些 基本 图 形 性 质 的 时 候 显然 就 会 发 生 困难 , 因为 基本 图 形 不 完整 ,相应 
的 性 质 就 不 能 应 用 ,从 而 就 使 我 们 在 应 用 这 些 基 本 图 形 的 性 质 之 前 ,必须 要 先 
将 不 完整 的 基本 图 形 补 完整 ,这 就 出 现 了 添 辅助 线 的 需要 .由 此 也 可 以 发 现 , 添 
辅助 线 的 实质 就 是 将 不 完整 的 基本 图 形 补 完整 . 

根据 以 上 对 添 辅助 线 的 基本 方法 的 讨论 ,我 们 还 可 以 发 现 ,应 用 基本 图 形 
分 析 法 来 讨论 添 辅助 线 的 问题 时 ,我 们 的 着 眼 点 已 经 不 再 聚焦 于 作为 图 形 的 局 
部 的 “ 线 ” 上 ,而 是 着 眼 于 一 个 完整 的 图形 ”上 .因此 ,我 们 认为 添 辅助 线 也 已 经 
不 再 仅仅 是 一 个 添 线 的 问题 ,其 实质 应 是 一 个 补 图 的 问题 ,是 一 个 基本 图 形 完 
整 化 的 问题 .也 就 是 说 , 添 辅助 线 实 质 上 是 基本 图 形 完整 化 的 必然 结果 .在 长 期 
的 教学 实践 过 程 中 ,许多 教师 都 有 体会 ,学 生 只 要 根据 应 用 条 件 找到 基本 图 形 ， 
就 不 怕 添 不 出 辅助 线 ,而 且 也 必然 会 出 现 辅助 线 的 正确 添加 超前 于 正确 推理 、 
证 明 的 获得 的 现象 .所 以 ,学 生 学 习 、 掌 握 了 基本 图 形 分 析 法 ,也 就 能 体会 到 只 要 
找到 基本 图 形 ,辅助 线 也 就 必然 正确 地 添 出 来 了 的 成 功 喜 悦 和 乐趣 .他 们 也 就 能 
在 很 短 的 时 间 里 进入 “一 看 就 明白 ,一 想 就 出 来 的 境界 ,从 而 也 就 从 根本 上 消 
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除了 对 几何 学 习 的 旦 惧 心 理 .对 学 生来 说 ,基本 图 形 分 析 法 是 一 种 简单 易学 并 容 
易 掌 握 .应 用 的 方法 . 

综 上 所 述 , 基 本 图 形 分 析 法 的 独创 之 处 ,就 在 于 详尽 .完整 地 介绍 、 齐 析 了 
每 一 个 几何 问题 的 思维 过 程 ,全 面 地 介绍 了 每 一 个 几何 问题 是 怎样 一 步 一 步 想 
出 来 的 ,基本 图 形 也 是 随 着 分 析 过 程 的 进行 逐个 发 现 的 ,辅助 线 也 是 随 着 分 析 
过 程 的 进行 .基本 图 形 的 发 现 而 一 条 一 条 添 出 来 的 . 

在 讨论 了 应 用 基本 图 形 分 析 法 添 辅助 线 的 基本 方法 以 后 ,当然 还 要 回答 
个 问题 ,这 就 是 :这 种 基本 方法 是 否 解决 了 几何 问题 中 添 辅助 线 的 所 有 问题 ? 
对 此 我 们 的 回答 是 还 没有 .我 们 只 能 说 凡是 涉及 基本 图 形 的 添 辅助 线 的 所 有 问 
题 都 是 可 以 解决 的 .但 在 几何 问题 中 ,还 有 一 些 问题 是 直接 应 用 基本 概念 的 定义 
来 进行 分 析 , 有 的 问题 没有 直接 与 具体 的 、 特 定 的 基本 图 形 相 联 系 的 性 质 , 对 这 
些 问 题 的 添 线 方法 就 不 属于 应 用 基本 图 形 分 析 法 添 辅助 线 的 基本 方法 ,而 是 基 
本 方法 的 必要 的 .有 效 的 补充 .这 些 补充 的 方法 主要 有 以 下 三 种 . 

1. 应 用 几何 概念 的 定义 添 辅助 线 的 方法 

在 几何 问题 中 ,经 常会 出 现 一 些 与 某 一 个 具体 的 几何 概念 有 直接 联系 的 性 
质 ,或 者 是 直接 给 出 了 一 些 几何 概念 ,这 些 几 何 概念 又 常常 可 以 被 用 来 作为 分 
析 、 证 明 的 出 发 点 ,但 在 已 知 条 件 所 给 出 的 图 形 中 ,又 缺乏 构成 这 些 概 念 所 必需 
的 某 些 线 , 这 时 就 可 以 直接 根据 几何 概念 的 定义 将 这 些 必 需 的 线 添上 ,其 目的 
就 是 使 有 关 的 几何 概念 及 其 性 质 能 得 到 应 用 .这 就 是 应 用 几何 概念 的 定义 添 畏 
助 线 的 方法 . 

2. 将 多 边 形 问题 ,尤其 是 梯形 问题 转化 为 三 角形 问题 来 讨论 的 添 辅助 线 的 方法 

在 几何 问题 中 , 三 角形 是 边 数 最 少 , 最 简单 也 是 最 基本 的 多 边 形 ,几何 问题 
所 讨论 和 研究 的 对 象 的 许多 性 质 也 都 是 围绕 着 三 角形 来 讨论 和 展开 的 ,也 是 以 
三 角形 的 性 质 为 基础 的 ,而 平面 几何 中 的 基本 图 形 也 几乎 都 是 集中 在 三 角形 
上 .因此 ,对 于 几何 问题 中 出 现 的 许多 有 关 多 边 形 的 问题 ,在 分 析 时 的 基本 思路 
或 方法 就 是 将 多 边 形 的 问题 转化 为 三 角形 的 问题 来 进行 研究 和 讨论 ,这 时 也 就 
会 出 现 添 辅助 线 的 问题 . 

将 多 边 形 问题 转化 为 三 角形 的 问题 来 进行 分 析 的 方法 ,主要 是 添 对 角 线 、 
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平移 对 角 线 、 平 移 腰 、 添 加 梯形 的 高 .延长 两 腰 到 相交 等 ,当然 对 每 一 种 添 线 方 
法 来 说 ,同样 要 讲 清楚 应 用 条 件 . 

3. 将 线段 或 角 改 变 位 置 的 添 辅助 线 的 方法 

当 几 何 问题 中 出 现 了 具有 某 种 等 量 关系 或 数量 关系 的 线段 . 角 , 但 又 是 位 
于 不 易 建 立 数量 关系 的 位 置 上 时 ,就 需要 将 线段 或 角 改变 位 置 .改变 线段 或 角 位 
置 的 基本 方法 是 平移 和 旋转 . 当 需 要 改变 位 置 的 线段 或 角 与 圆 或 等 腰 三 角形 有 
联系 时 ,优先 考虑 旋转 ; 当 需 要 改变 位 置 的 线段 或 角 与 圆 或 等 腰 三 角形 没有 直 
接 联系 时 ,优先 考虑 平移 . 

对 于 以 上 介绍 的 三 种 添 辅 助 线 的 方法 ,都 可 以 看 作 是 辅助 性 的 、 补 充 的 方 
法 ,其 主要 理由 有 二 :一 是 这 些 添 辅助 线 的 方法 都 不 是 普遍 适用 的 方法 ,它们 都 
只 适用 于 某 些 特定 的 问题 ,也 只 能 在 这 些 特定 的 问题 中 应 用 ,应 用 的 面 也 比较 
小 ,而 前 面 介 绍 的 基本 方法 则 属于 普遍 适用 的 方法 ;二 是 对 一 个 具体 的 问题 来 
说 ,应 用 这 些 方法 中 的 某 一 种 方法 添 出 辅助 线 后 ,通常 仅仅 是 完成 了 整个 问题 
分 析 中 的 某 一 个 特定 的 步骤 ,以 后 (在 有 些 问 题 中 也 可 以 包括 以 前 ) 的 分 析 , 直 
至 整个 问题 的 解决 和 分 析 的 完成 ,还 是 要 应 用 基本 方法 来 完成 . 

在 完成 了 以 上 的 讨论 以 后 ,我 们 就 可 以 提出 以 下 关于 几何 问题 中 添加 辅助 
线 的 基本 观点 . 

首先 ,几何 问题 中 的 添 辅助 线 是 有 规律 性 的 . 

对 添 辅助 线 的 规律 性 的 揭示 和 认识 ,是 应 用 基本 图 形 分 析 法 的 几何 教学 与 
传统 几何 教学 的 分 水 岭 .在 几何 教学 中 ,对 于 学 生 常 常 向 教师 提出 的 问题 ,如 * 添 
辅助 线 有 规律 吗 ”“ 添 辅助 线 的 规律 性 是 什么 “这 条 辅助 线 是 怎样 想 出 来 的 ” 
“为 什么 您 会 想到 这 样 添 辅助 线 ,而 我 就 想不到 ”, 等 等 ,教师 都 必须 对 这 些 问 题 
作出 正确 的 .正面 的 回答 ,当然 能 做 到 这 一 点 的 前 提 就 是 要 能 揭示 添 辅助 线 的 
规律 性 . 

由 于 应 用 基本 图 形 分 析 法 来 添 辅助 线 可 以 从 根本 上 解决 添 辅助 线 的 规律 
性 问题 ,因此 在 这 样 一 个 前 提 下 ,我 们 就 可 以 明确 地 阐明 这 一 基本 观点 :平面 几 
何 问题 中 的 添 辅助 线 问题 是 有 规律 性 的 ,是 有 规律 可 循 的 . 

其 次 ,几何 问题 中 的 每 一 条 辅助 线 都 是 分 析 的 结果 ,对 每 一 条 辅助 线 都 能 
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够 讲 清楚 它 是 怎样 想 出 来 的 . 

几何 问题 中 所 有 的 辅助 线 是 从 哪里 来 的 ? 它们 都 是 由 人 的 大 脑 想 出 来 的 ， 
是 人 们 经 过 分 析 、 思 考 得 到 的 .因此 ,几何 问题 中 的 每 一 条 辅助 线 都 应 该 是 分 析 
的 结果 ,从 而 对 每 一 条 辅助 线 , 我 们 也 就 能 够 明白 它 是 怎样 想 出 来 的 .在 平面 几 
何 教学 中 ,教师 应 对 每 一 条 辅助 线 想 出 来 的 过 程 进 行 剖 析 并 展示 在 学 生 的 面 
前 ,在 一 个 几何 问题 的 分 析 过 程 中 ,在 任何 一 个 步 又 上 ,都 要 经 受 得 住 学 生 的 提 
问 并 给 予 正面 和 正确 的 回答 . 

再 次 ,几何 问题 中 的 每 一 条 辅助 线 都 是 分 析 的 结果 ,它们 应 该 随 着 分 析 过 
程 的 进行 ,分 析 到 哪里 , 添 到 哪里 , 即 逐 步 添加 出 来 . 

几何 问题 中 出 现 的 辅助 线 是 从 哪里 来 的 ? 尤其 是 当 一 个 问题 中 出 现 了 多 
条 辅助 线 时 ,这 些 辅助 线 是 一 下 子 一 起 添加 出 来 的 吗 ? 结论 是 否定 的 . 几 条 畏 
助 线 在 几乎 所 有 的 问题 中 都 是 不 可 能 同时 添 出 来 的 ,这 里 有 一 个 先后 的 次 序 ， 
只 能 是 一 条 一 条 .有 先 有 后 地 想 出 来 或 添 出 来 .对 有 些 问题 来 说 ,即使 是 只 添 一 
条 辅助 线 , 它 也 是 一 段 一 段 ` 有 先 有 后 地 想 出 来 、 添 出 来 ,从 而 也 就 只 能 随 着 分 
析 过 程 的 进行 和 发 展 逐 步 添加 ,逐步 完成 ,也 就 是 分 析 到 哪里 就 添 到 哪里 ,这 样 
就 能 够 完整 地 向 学 生 展 示 每 一 条 辅助 线 是 怎样 想 出 来 的 ,整个 问题 的 解决 又 是 
怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 .在 这 样 一 个 前 提 下 ,我 们 还 可 以 进一步 发 现 ,几何 问题 
中 的 辅助 线 是 既 不 能 少 添 ( 这 样 问 题 就 会 解决 不 了 ) ,也 不 能 多 添 (多 添加 的 部 
分 就 会 说 不 清楚 道理 ). 

最 后 ,几何 问题 中 添 辅助 线 的 规律 性 ,只 要 经 过 认真 学 习 , 是 可 以 学 会 和 掌 
握 的 ,所 以 平面 几何 也 是 可 以 学 好 的 . 

由 于 平面 几何 问题 中 的 添 辅助 线 问题 是 有 规律 性 的 ,而 且 教 师 已 经 可 以 用 
明确 的 语言 将 这 种 规律 性 来 向 学 生 进行 介绍 和 教学 ,因此 学 生 就 会 体会 到 能 够 
学 .学 得 会 ,这 就 从 根本 上 消除 了 学 生 心 中 长 期 以 来 对 平面 几何 的 学 习 , 实 质 上 
就 是 对 添 辅助 线 问 题 学 习 的 畏惧 心理 .这 样 , 学 生 学 好 平面 几何 ,掌握 平面 几何 
的 方法 也 就 是 必然 的 结果 . 

在 进行 了 上 述 讨 论 以 后 ,教师 在 面 对 学 生 有 关 辅 助 线 问题 的 提问 时 ,再 作 
如 下 的 回答 就 是 不 可 取 的 : 
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几何 问题 中 的 辅助 线 无 规律 可 言 ,主要 靠 多 做 题目 ,积累 经 验 ,到 时 候 自然 
会 添 ; 

几何 问题 中 的 添 辅助 线 有 常 法 而 无 定 法 ; 

拿 到 一 个 几何 问题 要 添 辅助 线 时 ,可 以 先 添 一 条 试 试看 ,不 行 就 再 添 一 条 
试 试看 ,多 试 几 次 总 会 成 功 的 . 

在 几何 教学 中 ,教师 使 用 还 是 不 使 用 上 述 教学 内 容 和 教学 语言 ,实际 上 也 
就 构成 了 基本 图 形 分 析 法 和 传统 的 几何 思考 方法 的 分 水 岭 . 

平面 几何 的 教学 和 学 习 问 题 ,包括 平面 几何 中 的 添加 辅助 线 问 题 , 同 世 界 
上 任何 一 门 学 科 一 样 ,是 有 规律 性 的 ,而 且 这 种 规律 性 也 一 定 是 可 以 认识 和 掌 
握 的 .如 果 我 们 的 教师 和 学 生 都 能 掌握 这 些 规 律 , 学 会 和 掌握 正确 的 分 析 方 法 ， 
从 而 具备 和 形成 一 定 的 分 析 能 力 ,那么 我 们 所 遇 到 的 许多 新 的 几何 问题 也 就 可 
以 迎刃而解 ,平面 几何 教学 质量 的 大 范围 提高 的 目标 也 是 一 定 可 以 实现 的 . 

基本 图 形 分 析 法 问世 以 来 ,作为 一 种 有 显著 成 效 的 几何 教学 和 几何 学 习 的 
方法 ,一 直 受 到 许多 学 校 领导 ,教师 ,学生 和 家 长 的 重视 ,国内 先后 有 600 多 所 
学 校 采用 基本 图 形 分 析 法 进行 教学 ,教学 质量 都 取得 了 显著 提高 . 近 30 年 来 , 参 
加 过 基本 图 形 分 析 法 教学 培训 的 教师 近 两 万 名 ,他 们 中 数 十 人 获得 特级 教师 称 
号 , 数 百 人 次 获得 优秀 园丁 奖 ,不仅 培养 了 一 大 批 优秀 的 人 才 , 也 为 形成 一 支 优 
秀 的 骨干 教师 队伍 打下 了 坚实 的 基础 . 

实践 证 明 , 基 本 图 形 分 析 法 是 一 种 能 使 学 生 在 启迪 思维 、 增 长 兴趣 ,发 展 智 
能 、 提 高 素质 的 基础 上 ,取得 优异 成 绩 的 卓有成效 的 方法 . 

正 因为 这 样 ,所 以 一 一 

当 你 遇 到 几何 学 习 的 困难 时 ,基本 图 形 分 析 法 就 是 你 最 好 的 老师 ; 

当 你 不 知道 怎样 添 辅助 线 时 ,基本 图 形 分 析 法 会 给 你 最 好 的 启迪 ; 

当 你 希望 破解 几何 学 习 的 玄妙 时 ,基本 图 形 分 析 法 会 交 给 你 最 好 的 钥匙 ; 

以 基本 图 形 分 析 法 为 基础 理论 和 基本 内 容 的 《几何 王 》 初 中 平面 几何 学 习 
软件 , 必 将 成 为 你 在 几何 学 习 或 几何 教学 中 最 好 的 助手 . 
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第 二 节 等 腰 三 角形 


一 、 等 腰 三 角形 


等 腰 三 角形 部 分 一 共有 四 个 基本 图 形 ,第 一 个 基 也 
本 图 形 就 是 等 腰 三 角形 . 

等 腰 三 角形 的 基本 图 形 和 图 形 的 性 质 如 下 : 

在 AABC 中 ， 

AB=ACSAABC 一 /ACB( 图 2-2-1) 

AB=AC, 延 长 BA 到 D 后 “DAC=2ZABC 图 2-2-1 图 2-2-2 
=2ZACB( 图 2-2-2) 

关于 基本 图 形 和 图 形 的 性 质 , 可 以 说 是 所 有 的 几何 教材 教学 参考 书 上 都 
有 的 内 容 , 而 且 也 是 绝 大 多 数学 生 都 可 以 掌握 甚至 背 出 来 的 .然而 ,重要 的 问题 
并 不 在 于 这 个 图 形 有 什么 性 质 ,性 质 当然 是 要 掌握 的 ,但 更 为 重要 的 是 对 众多 
的 .甚至 是 不 断 变 化 着 的 几何 题目 来 说 ,在 什么 情况 下 要 想到 应 用 这 个 基本 图 
形 , 这 个 问题 就 要 通过 基本 图 形 的 应 用 条 件 来 回答 . 

就 等 腰 三 角形 来 说 ,AB 二 AC 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 相等 线段 ,这 就 是 
一 种 特定 的 位 置 关系 ,也 是 这 两 条 相等 线段 所 具有 的 位 置 特 征 , 所 以 也 就 可 以 
得 到 “在 几何 问题 中 ,出 现 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 时 ,就 可 以 应 用 等 腰 三 
角形 的 基本 图 形 进 行 证 明 ”, 这 里 的 “出 现 了 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ”就 
是 等 腰 三 角形 这 个 基本 图 形 的 应 用 条 件 . 

在 找到 或 确定 了 所 要 应 用 的 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 后 ,应 怎样 应 用 呢 ? 应 
用 的 方法 就 是 利用 这 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 组 成 等 腰 三 角形 .显然 ,应 用 
方法 中 就 包含 了 添 线 方法 .就 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 而 言 ,这 时 也 出 现 了 两 种 情 
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况 : 一 是 由 这 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 组 成 的 等 
腰 三 角形 已 经 完整 地 出 现 , 即 可 直接 应 用 等 腰 三 角形 
的 基本 图 形 的 性 质 进行 分 析 ; 二 是 由 这 两 条 具有 公共 
端点 的 相等 线段 组 成 的 等 腰 三 角形 还 没有 出 现 ,也 就 
是 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 , 那 就 要 将 等 腰 三 角形 的 底 
边 添上 .这 里 所 介绍 的 就 是 应 用 方法 . 

【 例 1】 已 知 :AB= 二 AC, 人 ABD 二 人 ACD ,联结 
AD.( 图 2-2-3) 

求证 :一 ADB 王 一 ADC. 

分 析 : 条 件 给 出 AB 王 AC ,观察 图 形 , 可 以 发 现 这 
是 两 条 具有 公共 端点 A 的 相等 线段 ,于 是 它们 可 以 组 
成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 

但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 
应 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 BC (图 2- 2- 4), 于 是 就 
可 推 得 XABC== 人 ACB. 

又 因为 条 件 给 出 ABD 二 人 ACD, 所 以 就 可 得 
人 DBC 二 人 DCB ,从 而 又 可 发 现 作 DBC 也 是 等 腰 三 
角形 ,所 以 又 可 推 得 DB 二 DC. 

由 于 现在 已 经 有 AB 一 AC ,DB 二 DC, 这 两 组 相 
等 线段 是 关于 AD 成 轴 对 称 的 ,因此 可 应 用 轴 对 称 型 
全 等 三 角形 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 根 据 图 形 的 轴 对 称 
部 分 , 就 能 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 人 AABD 和 
AACD( 图 2-2-5), 全 等 的 条 件 是 AB=AC,DB 王 
DC 和 AD=AD( 公 共 边 ) ,所 以 “ADB 一 ADC 就 
得 以 证 明 . 

限于 篇 幅 , 对 于 在 出 现 了 两 条 具有 公共 端点 的 相 
等 线段 ,可 以 添加 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 的 
情况 ,和 由 于 图 形 中 这 个 等 腰 三 角形 出 现 了 两 条 腰 而 
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没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 的 添 线 方法 ,我 们 只 介绍 一 道 例题 .在 《几何 王 ) 初 
中 平面 几何 学 习 软 件 中 ,只 要 按照 以 下 步骤 操作 ,就 可 以 将 所 有 应 用 这 种 添 线 
方法 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 

(1) 登录 《几何 王 ;软件 网 站 :www.001jihe.com, 输 入 用 户 名 及 密码 . 


© 2 本 RY 


杂 怕 性质 习 轻 所 恬 年 级 ， 所 席 范 围 ， 难 度 等 级 解法 


1 
TNE mas 


(3) 点 击 左边 栏 筛选 条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠 标 依次 悬 停 在 “等 腰 三 角形 ” 
一 等 腰 三 角形 一 级 子 目录 ”, 最 后 点 击 " 等 腰 三 角形 一 (2) 图标, 就 可 以 将 所 有 
应 用 这 种 添 线 方法 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 
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(4) 教师 就 可 以 在 搜索 结果 中 ,根据 教学 的 实际 需要 点 击 所 选 习 题 . 


| 中 各 条 件 | 守 巴 三 次 彩 一 027 四 
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(5) 点 击 后 ,软件 跳 转 至 “几何 题 典 ”页 面 ,点 击 “ 分 析 ”>“ 下 一 步 ” 图 标 , 就 
可 以 浏览 这 道 习 题 的 全 部 思维 过 程 . 


| 起 如 Ac 中 ， 同族 芝 AU， 时 的 中 点 村 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


二 、 角 平分 线 和 平行 线 的 组 合 


等 腰 三 角形 部 分 的 第 二 个 基本 图 形 就 是 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 得 到 的 
等 腰 三 角形 . 

AD 是 人 BAC 的 平分 线 ,EFVAB 且 交 本 9 
AC.AD 于 E.F>EFEA( 图 2-2-6) hh fe 
AD 是 人 BAC 的 平分 线 ,EF AD 且 交 Je 全 
AC 于 下 , 交 BA 的 延长 线 于 E>AE 一 AF( 图 

2 

这 个 基本 图 形 的 特点 就 是 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 , 一 定 得 到 等 腰 三 角 
形 ,也 就 是 角 平 分 线 .平行 线 和 等 腰 三 角形 中 ,只 要 任意 出 现 其 中 的 两 个 ,第 三 
个 性 质 就 一 定 出 现 

那么 ,应 该 到 哪里 去 找 等 腰 三 角形 呢 ? 这 时 就 出 现 了 以 下 两 种 可 能 . 

当 出 现 的 是 角 的 一 边 的 平行 线 时 ,这 条 平行 线 就 应 和 角 的 另 一 边 以 及 角 平 
分 线 相 交 组 成 等 腰 三 角形 ,如 果 图 形 中 尚未 相交 的 话 , 就 应 延长 到 相交 . 

当 出 现 的 是 角 平 分 线 的 平行 线 时 ,这 条 平行 线 就 应 和 角 的 一 边 以 及 另 一 边 的 
反 向 延长 线 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,如 果 图 形 中 尚未 相交 的 话 , 就 应 延长 到 相交 . 

【 例 2】 已 知 :AABC 中 ,BD 是 人 ABC 的 平分 线 ,CD 是 人 ACB 的 平分 线 ， 
BD、CD 相交 于 DD, 过 DD 作 EF//BC 交 AB 于 EE. 交 AC 于 F.( 图 2-2-8) 

求证 :EF 王 BE 十 CF. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 BD 是 人 ABC 的 平分 线 ， 
EF// BC, 于 是 出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 ,所 
以 就 一 定 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 .那么 ,应 
该 到 哪里 去 找 这 个 等 腰 三 角形 呢 ? 

由 于 EF 是 角 的 一 边 BC 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 
角 的 另 一 边 BA 以 及 角 平 分 线 BD 相交 构成 等 腰 三 
角形 ,从 而 就 可 以 得 到 EB 二 ED, 八 EBD 是 等 腰 三 角形 (图 2-2-9). 

根据 同样 的 道理 ,由 CD 是 人 ACB 的 平分 线 ,EF // BC ,又 可 以 得 到 FD 二 


Sm 


国 :2=23=6 图 全 =2=:7 


图 2-2-8 
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FC ,所 以 分 析 就 可 以 完成 . 

【 例 3〗 已 知 : 八 ABC 中 ,AD 是 人 BAC 的 平分 
线 , 羽 是 AB 上 的 一 点 , AE 二 AC, 过 巨 作 EF//BC 
交 AC 于 下 ,联结 DE 、CE.( 图 2-2-10) 

求证 :CE 平分 人 DEF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 CE 是 人 人 DEF 的 平分 线 , 而 条 
件 给 出 EF// BC ,出现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 ， 
于 是 一 定 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 .那么 ,应 该 
到 哪里 去 找 这 个 等 腰 三 角形 呢 ? 

由 于 DC 是 角 的 一 边 EF 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 
角 的 另 一 边 ED 以 及 角 平 分 线 EC 相交 构成 等 腰 三 角 
形 ,从 而 就 可 以 得 到 和信 DCE 是 等 腰 三 角形 (图 2-2- 
11) ,但 由 于 “CE 是 人 人 DEF 的 平分 线 ? 是 要 证 明 的 结 
论 , 所 以 就 要 先 证 明 DE 二 DC. 

由 条 件 AD 是 BAC 的 平分 线 ,AE 二 AC ,这 样 
就 出 现 了 AE、AC 这 两 条 相等 的 线段 和 人 BAD、 
CAD 这 两 个 相等 的 角 关 于 AD 成 轴 对 称 ,于 是 可 
应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根 据 图 形 的 轴 对 
称 部 分 ,就 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AAAED 和 
AACD( 图 2- 2=12), 全 等 的 条 件 是 AE = AC， 
人 EAD 二 /ACAD 和 AD=AD ,就 可 以 完成 分 析 . 

【 例 4】 已 知 :AABC 中 ,AD 是 人 BAC 的 平分 
线 , 瑟 是 BC 的 中 点 ,过 已 作 EGNWDA 交 AB 于 下 、 交 
CA 的 延长 线 于 G.( 图 2-2-13) 


求证 :BF 二 CG 二 (AB 十 AC). 


分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 AP 是 二 BAC 的 平分 线 ， 
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定 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 .那么 ,应 该 到 哪里 
去 找 这 个 等 腰 三 角形 呢 ? 

由 于 EG 是 角 平 分 线 AD 的 平行 线 , 所 以 它 应 和 
角 的 一 边 AB 以 及 另 一 边 AC 的 反 向 延长 线 相 交 构 成 
等 腰 三 角形 ,于 是 就 可 以 得 到 AAFG 是 等 腰 三 角形 ， 
AF= 二 AG( 图 2-2-14). 

这 样 ,结论 中 出 现 的 CG 就 等 于 AC 十 AG 王 AC 
十 AF ,问题 就 转化 为 证 BF 二 AC 十 AF. 这 是 要 证 明 
一 条 线段 等 于 两 条 线段 的 和 ,所 以 想到 应 用 线段 和 的 
定义 ,将 AC、AF 这 两 条 线段 接 起 来 . 

将 两 条 线段 AC 、AF 接 起 来 ,就 出 现 了 两 种 可 能 
性 :将 AF 接 在 AC 上 与 将 AC 接 在 AF 上 .如 果 将 
AF 接 到 AC 上 ,就 出 现 了 前 一 步 是 将 AG 折 过 来 成 
为 AF ,而 后 一 步 又 将 AF 折 回 去 成 为 AG ,退回 到 了 
原来 的 出 发 点 ,所 以 这 一 种 情况 是 不 可 取 的 .于 是 选取 
将 AC 接 在 AF 上 ,也 就 是 延长 FA 到 互 , 使 AH = 
AC( 图 2-2-15), 问 题 就 转化 为 证 BF 二 AC 十 AF= 
AH+AF=FH. 

但 在 作出 了 A 互 =AC 后 ,就 出 现 了 这 是 两 条 具 
有 公共 端点 A 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 ,而 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 
应 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 CH( 图 2- 2 16), 就 可 
得 八 ACH 是 等 腰 三 角形 . 

而 条 件 给 出 AD 是 BAC 的 平分 线 , 又 出 现 了 
等 腰 三 角形 和 角 平 分 线 的 组 合 ,于 是 一 定 得 到 一 组 平 
行 线 ,由 于 CH 是 与 了 BAC 的 一 边 AC 以 及 另 一 边 
AB 的 反 向 延长 线 相 交 , 因 此 CH 应 和 角 平 分 线 AD 
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透明 的 几何 
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“wh C 


国 儿 =2=17 


平行 ,等 腰 三 角形 项 角 的 外 角 平 分 线 一 定 平行 底 
也 就 是 ADNHC( 图 2-2-17). 

而 已 知 EF/DA ,所 以 EF/CH. 

由 条 件 巨 是 BC 的 中 点 ,应 用 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 的 性 质 就 可 以 证 明 BF 二 HF( 图 2--2- 18)， 


进一步 也 就 可 以 证 明 BF 一 CG 一 了 (AB+AC). 


本 题 的 分 析 , 最 重要 的 部 分 实际 上 就 是 角 平 分 线 
和 平行 线 的 组 合 得 到 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 .而 添加 
的 方法 是 作 平行 线 , 由 于 平行 线 可 以 有 多 种 不 同 的 可 
能 ,因此 本 题 的 分 析 也 会 相应 地 出 现 多 种 可 能 ,关键 
的 问题 就 是 搞 清 楚 过 什么 点 作 谁 的 平行 线 ,是 作 角 的 
一 边 的 平行 线 ,还 是 作 角 平分 线 的 平行 线 , 然 后 就 和 
哪 两 条 线 相交 ,到 哪里 去 找 等 腰 三 角形 .这 几 个 问题 搞 
清楚 了 ,相应 的 分 析 方 法 也 就 呈现 出 来 了 . 

【 例 5]】 已 知 :和 八 ABC 中 ,D 是 BC 的 中 点 ,AD 是 
之 BAC- 的 平分 线 .( 轩 22= 1 了 9) 

求证 :AB 二 AC. 

分 析 : 本 题 给 出 了 条 件 AD 是 人 BAC 的 平分 线 ， 
而 要 证 明 的 结论 为 AABC 是 等 腰 三 角形 ,于 是 出 现 
了 角 平 分 线 和 等 腰 三 角形 的 组 合 ,从 而 一 定 可 以 得 到 
一 个 平行 线 的 基本 图 形 . 

由 于 图 形 中 尚未 出 现 平 行 线 ,因此 应 先 将 平行 线 
添上 ,而 在 添加 平行 线 时 ,就 可 以 出 现 两 种 可 能 情况 ， 
也 就 是 可 以 作 角 的 一 边 的 平行 线 , 也 可 以 作 角 平分 线 
的 平行 线 . 

(1) 如 果 作 角 的 一 边 的 平行 线 , 那 么 角 的 一 边 可 
以 取 AB( 也 可 以 取 AC) ,于 是 平行 线 可 过 点 C 或 点 
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D 作 , 这 样 又 出 现 了 两 种 可 能 . 

@ 若 选取 过 点 C 作 AB 的 平行 线 , 由 于 作 的 是 
角 的 一 边 的 平行 线 ,因此 就 应 与 角 的 另 一 边 以 及 角 平 
分 线 相 交 组 成 等 腰 三 角形 ,也 就 是 AB 的 平行 线 应 作 
到 和 和 角 平 分 线 AD 相交 ,于 是 过 C 作 CE//AB 交 AD 
的 延长 线 于 点 巨 (图 2-2-20), 从 而 就 可 得 CA = 
CE ,问题 就 成 为 要 证 AB 二 EC. 

再 由 条 件 BD 二 CD, 且 BC、AE 相交 于 了 ,这 样 
就 出 现 了 BD 和 CD 这 两 条 相等 线段 位 于 一 组 对 顶 
角 了 ADB 和 人 LEDC 的 两 边 , 且 成 一 直线 ,所 以 就 想 
到 要 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根 据 由 过 
两 个 端点 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相交 得 到 中 心 对 
称 型 全 等 三 角形 的 方法 ,就 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 
应 是 AABD 和 AECD( 图 2-2-21), 全 等 的 条 件 是 
LBAD=/CED, /AADB=LEDC,BD==CD ,就 可 
证 得 AB 二 EC, 所 以 AB 二 AC 就 得 以 证 明 . 

@ 车 选取 过 点 D 作 AB 的 平行 线 , 则 过 DD 作 
DE/BA 交 AC 于 点 E( 图 2-2- 22). 由 于 现在 是 作 
角 的 一 边 AB 的 平行 线 ,因此 就 应 与 角 的 男 一 边 AC 
以 及 角 平 分 线 AD 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,从 而 可 得 
LEAD= /EDA ,EA=ED. 

又 因为 条 件 给 出 BD =CD ,出 现 了 DE 是 过 
人 ABC 的 一 边 BC 的 中 点 D 所作 的 另 一 边 BA 的 平 
行 线 , 所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 ,也 就 可 得 AE 二 EC, 从 而 可 进一步 推 得 ED 
三 EC( 图 2-2-23). 这 样 又 出 现 了 这 是 两 条 具有 公共 
端点 上 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 ,就 可 得 人 EDC= 人 ECD. 
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而 问题 是 要 证 AB 二 AC ,这 也 是 两 条 具有 公共 端 
点 忆 的 相等 线段 ,它们 也 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
问题 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,所 以 就 应 证 
AB= 二 AC 的 等 价 性 质 二 ABC 一 ACB. 

这 样 问题 又 进一步 转化 成 要 证 ~ABC = 
FDC ,而 这 两 个 角 是 BA 、DE 这 两 条 平行 线 被 BC 
所 截 得 到 的 一 组 同位 角 , 从 而 可 应 用 与 同位 角 有 关 的 
平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,证 明 人 人 ABC 二 人 EDC( 图 
2 一 2 -24) ,分 析 就 得 以 完成 . 

(2) 如 果 选 取 作 角 平 分 线 的 平行 线 , 那 么 过 C 作 
CE /DA 交 BA 的 延长 线 于 点 E( 图 2-2-25), 由 于 
CE 是 角 平 分 线 DA 的 平行 线 ,因此 它 应 和 角 的 一 边 
AC 以 及 男 一 边 AB 的 反 向 延长 线 相 交 组 成 等 腰 三 角 
形 , 也 就 可 得 AE 二 AC ,这样 要 证 明 AB 一 AC ,就 转 
化 为 要 证 AB==AE. 

又 因为 BD 一 CD ,出现 了 DA 是 过 和信 EBC 的 一 
边 BC 的 中 点 所 作 的 另 一 边 CE 的 平行 线 , 所 以 可 

应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 得 
AB 二 AE( 图 2-2-26), 所 以 分 析 也 得 以 完成 . 

【 例 6】 已 知 :正方 形 ABCD 中 ,延长 AD 到 万 ， 
DE 一 DA ,联结 BD、CE, 延 长 AD 到 下 ,DF=DB， 
BF .CD 相交 于 G,BF、CE 相交 于 万 .( 图 2-2-27) 

求证 :GH 二 FH. 

分 析 : 本 题 要 证 明 GH 二 FH ,由 于 条 件 中 给 出 
ADC=9%0",A、D F 成 一 直线 ,因此 二 FDC 也 等 于 
90",AFDG 是 直角 三 角形 (图 2-2-28). 
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这 样 就 出 现 了 互 是 直角 三 角形 FDG 的 斜 边 GF 4 D EF 
的 中 点 ,从 而 就 可 应 用 直 和 角 三 角形 鲜 边 上 中 线 的 基本 | 本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现 在 图 形 中 有 直角 三 角形 , 斜 边 | 全 1/ 
上 的 中 点 ,而 没有 和 斜 边 上 的 中 线 ,于 是 应 将 斜 边 上 的 
中 线 添 上 ,也 就 是 联结 DH( 图 2- 2- 29). 

这 样 要 证 明 G 互 一 F 万 ,就 应 证 明 GH 和 FH 都 
与 DH 相等 ,也 就 是 证 GH 二 DH .FH 二 DH ,进一步 
可 证 了 HDG 二 HGD 和 HFD=/HDFK.. 

由 条 件 DF 二 DB ,这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 , 即 ADBF( 图 
2-2-30). 又 因为 已 知 四 边 形 ABCD 是 正方 形 ,所 以 ， 
DF// BC. 这样 就 出 现 了 等 腰 三 角形 和 平行 线 的 组 合 
关系 ,所 以 必定 可 以 得 到 角 平 分 线 ,也 就 是 由 DB = 
DF ,得 LDBF 二 人 DFB ,再 由 DF/ BC ,而 两 条 平行 
线 可 以 看 作 是 被 BF 所 截 ,又 可 得 人 DFB 二 人 FBC 


(图 2-2- 31) ,从 而 推 得 人 DBF 一 人 FBC 一 地 X45" 


在 得 到 了 BF 是 人 CBD 的 平分 线 以 后 ,由 于 DE 
VBC, 且 DE 二 DC 二 BC, 因 此 四 边 形 DBCE 也 是 一 
个 平行 四 边 形 , 于 是 就 有 CE // BD. 这 样 又 出 现 了 一 
次 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关 系 ,从 而 一 定 可 以 得 到 
一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 .由 于 CE 是 角 的 一 边 
BD 的 平行 线 , 因 此 它 一 定 和 角 的 另 一 边 BC 以 及 角 
平分 线 BF 相交 构成 等 腰 三 角形 .由 此 就 可 以 找到 这 
个 等 腰 三 角形 是 ACB 互 (图 2-2-32), 也 就 可 得 CH 


=CB, ZCBH= ZCHB = 地 ab: 
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图 儿 - 吃 =35 


又 因为 四 边 形 ABCD 是 正方 形 ,CD 二 CB ,所 以 
CH 二 CD ,这 又 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ， 
它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-2-33). 因 为 它 
的 项 角 和 人 HCD 是 等 腰 直 角 三 角形 DCE 的 一 个 底 角 ， 


应 是 45", 所 以 ZCDH = 人 CHD= 坟 Xx 135°, 而 已 证 


LCHB== 记 X45", 所 以 ZHGD 一 六 X45 十 45" 二 地 


Xx135°=ZHDG,GH=DH. 

最 后 ,由 人 FDG 二 90, 应 用 等 角 的 余 角 相等 的 定 
理 , 可 得 人 HFD = AHDF,FH = 二 DH ,分 析 得 以 
完成 . 

【 例 7】 已 知 : 正方 形 ABCD 中 ,已 是 AD 的 中 
点 ,下 是 DE 的 中 点 ,联结 BE、BF.( 图 2-2- 34) 

求证 :人 CBF 二 2 人 ABE. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 CBF 二 2 人 ABE 是 两 
个 角 之 间 的 倍 半 关 系 , 所 以 可 根据 角 的 倍 半 关系 的 定 
义 来 进行 分 析 , 这 样 就 出 现 了 两 种 可 能 :作出 倍 角 的 
一 半 或 者 作出 半角 的 两 倍 . 

(1) 若 选 作出 倍 角 的 一 半 , 即 将 这 个 倍 角 
(C《ACBF) 二 等 分 ,也 就 是 作出 这 个 角 的 角 平 分 线 后 ， 
证 明 这 个 角 的 一 半 (ZCBG) 与 男 一 个 角 
(~ABE) 相 等 .于 是 作 志 CBF 的 平分 线 BG 交 CD 
于 点 CG( 图 2-2-35), 问 题 就 转化 为 证 明志 CBC 
一 一 ABE. 

但 在 作出 了 CBF 的 平分 线 BG 后 ,由 题 设 条 件 
易 知 ADVW BC. 于 是 就 出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 
合 关系 ,这 样 就 必定 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 . 


由 于 现在 出 现 的 FD 是 角 的 一 边 BC 的 平行 线 , 因 此 
它 应 该 与 角 的 另 一 边 BF 以 及 角 平 分 线 BG 相交 组 成 
等 腰 三 角形 (图 2-2-36). 而 目前 图 形 中 FD 尚未 与 
角 平 分 线 BG 相交 ,所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 
是 延长 BG 交 FD 的 延长 线 于 点 昌 ( 图 2-2- 37), 于 
是 由 LCBG = ZFBG 和 FH // BC, /CBG = 
了 DHG ,就 可 得 LFBH== 人 FHB,FB=FH. 

由 于 我 们 现在 要 证 明 的 是 人 CBG 二 人 ABE, 观 
察 图 形 ,可 以 发 现 要 证 明 相等 的 这 两 个 角 人 CBG 和 
了 ABE 是 位 于 正方 形 ABCD 的 轴 对 称 部 分 ,因此 想 
到 要 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

根据 图 形 的 轴 对 称 部 分 ,就 可 以 找到 这 对 全 等 三 
角形 应 是 ACBG 和 AABE( 图 2-2-38). 在 这 两 个 
三 角形 中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 BCC = 二 BAE 王 90"， 
BC 二 BA ,所 以 还 缺少 一 个 条 件 . 

由 于 条 件 中 还 给 出 了 E 是 AD 的 中 点 , 即 AE= 


方 AD, 是 与 AE 有 关 的 性 质 ,所 以 第 三 个 条 件 应 证 


AE 和 它 的 对 应 边 CG 相等 ,也 就 是 要 证 CG 是 正方 
形 边 长 的 一 半 , 即 G 是 CD 的 中 点 ,DG 二 CG. 

由 于 CD、BH 相交 于 G, 因 此 要 证 明 相等 的 这 两 
条 线段 DG 和 CG 就 位 于 一 组 对 项 角 人 BGC 和 
HGD 的 两 边 且 成 一 直线 (图 2-2-39), 从 而 就 可 
以 应 用 中 心 对 称 型 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

那么 ,到 哪里 去 找 这 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 
呢 ? 根据 过 两 端点 C.D 的 两 条 平行 线 与 过 中 点 G 
的 直线 相交 构成 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 方法 ,就 
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4 _ FD .jy 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 ABGC 和 AHGD 


Ws (图 2-2-40). 
G6 在 这 两 个 三 角形 中 ,对 应 角 相等 的 性 质 都 已 成 


B C 立 , 于 是 还 须 证 明 一 组 对 应 边 相 等 .因为 BC 是 正方 
形 的 边 ,所 以 就 应 证 明 BC 二 HD ,也 就 是 要 证 明 HD 
也 等 于 正方 形 的 边 长 . 


图 2-2-40 


由 条 件 DF 二 了 二, 从 而 应 证 FH= 了 AD. 由 于 已 经 证 明 下 瓦 王 FB ,所 以 


问题 就 成 为 应 证 FB = 了 AD ,因此 AF AD ,AB 王 AD, 一 BAF 王 90", 所 以 


在 直角 三 角形 BAF 中 ,应 用 勾 股 定理 就 可 以 证 明 FB 一 二 AD， 分 析 得 以 完成 . 


从 上 述 分 析 可 以 看 出 ,几何 问题 的 辅助 线 是 随 着 分 析 过 程 的 进行 ,一 步 一 

步 分 析 ,一 步 一 步 添加 出 来 的 ,每 一 条 辅助 线 的 添加 都 是 有 道理 的 .而 且 我 们 可 

以 发 现 这 条 辅助 线 B 互 , 它 是 一 条 线 , 但 我 们 的 分 析 是 分 两 次 完成 的 .第 一 次 是 

根据 角 的 倍 半 关 系 的 定义 作 一 CBF 的 平分 线 BG 交 CD 于 G, 假 如 这 时 就 将 

BG 作 到 与 AD 的 延长 线 相交 ,那么 就 讲 不 清楚 为 什么 要 延长 的 道理 ;而 第 二 次 

是 根据 角 平 分 线 与 平行 线 的 组 合 得 到 等 腰 三 角形 ,而 且 是 这 条 平行 线 要 和 和 角 平 

分 线 相交 组 成 等 腰 三 角形 ,现在 它们 还 没有 相交 ,所 以 要 延长 到 相交 ,这 样 就 将 

道理 讲 清楚 了 .所 以 几何 问题 的 辅助 线 要 随 着 分 析 过 程 的 进行 ,分 析 到 哪里 添 到 

哪里 , 既 不 能 少 ,也 不 能 多 . 

4 B.D (2) 若 选 作 半 角 人 人 ABE 的 2 售 , 也 就 是 作 人 人 ABG 

一 ABRF( 图 2-2=-41) 后 ,应 证 二 FEBG 和 人 CBF 
相等 . 

| 由 于 在 作出 ABG = 人 ABE, 也 就 是 BA 是 

B C ”人 EBG 的 平分 线 后 ,已 知 EA | AB ,就 出 现 了 EA 是 

图 2-2-41 向 角 平 分 线 BA 所 作 的 垂 线 , 所 以 一 定 得 到 一 个 等 腰 三 

角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 ,这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 

平分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ,现在 EA 尚未 与 角 的 一 边 BG 相交 ,所 以 

应 将 它们 延长 到 相交 ,也 就 是 延长 EA 交 BG 于 G( 图 2-2-42), 就 可 得 
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AABGSQAABE ,所 以 BG=BE, /BGE= /BEG. 
现在 的 问题 是 要 证 明 人 LEBG 二 人 CBF ,由 条 件 
FD/ BC, 这 两 条 平行 线 可 以 看 作 是 被 BF 所 截 ， 
了 CBF 和 人 BFD 是 一 组 同 旁 内 角 , 所 以 可 应 用 与 同 
劳 内 角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， 
了 CBF 十 人 BFD 二 180"( 图 2-2-43). 由 于 在 人 和 BEG 
中 , 人 EBG 二 ZBGE 十 二 BEG = 180°", /EBG 十 
2 人 BGE 王 180", 从 而 问题 又 转化 为 要 证 人 BFD = 
2 人 BGE. 这 又 是 两 个 角 之 间 的 倍 半 关 系 ,所 以 可 根据 
角 的 倍 半 关 系 的 定义 ,将 倍 角 BFD 两 等 分 ,也 就 是 
作 二 BFD 的 平分 线 FH 交 BC 的 延长 线 于 五 (图 2- 
2- 44) ,问题 就 转化 为 证 DFH 二 人 BGE. 而 这 两 个 
角 可 以 看 作 是 FH .GB 被 GD 所 截 得 到 的 同位 角 , 所 
以 可 应 用 与 同位 角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 ,问题 转化 为 证 GB/FH. 已 知 GF VB 万 ， 
所 以 四 边 形 GBHF 应 是 平行 四 边 形 ,从 而 就 要 证 明 
GF 和 BH 不 但 平行 ,而 且 相 等 .因为 GF 二 AG 十 AE 十 


EF 一 2AE 十 EF 一 二 AD， 于 是 就 要 证 BH 也 等 于 
7AD. 

由 LDFH 二 人 BFH 和 FD// BH ,就 出 现 了 角 平 
分 线 与 平行 线 的 组 合 关系 ,所 以 一 定 得 到 一 个 等 腰 三 
角形 的 基本 图 形 .由 于 BH 是 角 的 一 边 FD 的 平行 线 ， 
所 以 它 应 和 和 角 的 男 一 边 FB 以 及 角 平 分 线 FH 相交 组 
成 等 腰 三 角形 (图 2- 2- 45),; 所 以 由 LDFH = 
LBFH, LDFH = LBHF, 就 可 推 得 LBHF = 
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人 BFH ,BH 二 BF, 所 以 问题 转化 为 应 证 BF 一 AD 
在 人 BFA 中 ,由 AB 二 AD,ABAF 王 90°,AF 王 
卫 AD ,就 可 利用 色 股 定理 得 BF 一 二 AD, 分 析 得 以 完成 


本 题 应 用 的 添 线 方法 也 是 一 种 比较 重要 、 应 用 较 
多 的 添 线 方法 ,也 就 是 角 平 分 线 与 平行 线 的 组 合 , 一 
定 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 .由 于 出 现 的 是 角 
的 一 边 的 平行 线 , 因 此 就 应 和 角 的 另 一 边 以 及 角 平 分 
线 相交 ,得 到 等 腰 三 角形 .现在 这 条 平行 线 尚 未 和 和 角 平 
分 线 相 交 , 所 以 就 应 将 它们 延长 到 相交 
(图 2-2-46). 

如 果 需 要 集中 进行 这 种 添 线 方法 的 教学 ,那么 可 
以 在 《几何 王 ) 软 件 的 “智能 搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 
筛选 条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠标 依次 悬 停 在 “等 腰 三 
角形 一 “等 腰 三 角形 二 级 子 目 录 ”, 最 后 点 击 “ 等 腰 三 
角形 三 (2) 图标 ,就 可 以 将 所 有 应 用 这 种 添 线 方法 的 
习题 全 部 搜索 出 来 . 


三 、 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 


等 腰 三 角形 部 分 的 第 三 个 基本 图 形 就 是 等 腰 三 
角形 中 的 重要 线段 . 

在 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 这 个 基本 图 形 中 ,出 
现 了 四 个 独立 的 性 质 : AB = 二 AC,AD | BC( 垂 足 为 
D),BD==CD, 了 BAD 二 CAD( 图 2-2-47), 若 取 
其 中 的 一 个 作为 条 件 , 则 都 推 不 出 其 他 任何 一 个 性 
质 ,但 任 取 其 中 的 两 个 作为 条 件 , 必 定 可 以 推 得 另外 
两 个 性 质 .我 们 称 这 四 个 性 质 具有 两 两 等 价 性 . 
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在 上 述 四 个 独立 的 性 质 中 , 取 其 中 的 两 个 作为 条 
件 , 另 外 两 个 作为 结论 ,一 共 可 以 组 成 六 个 命题 .只 有 
当 这 六 个 命题 都 是 真 命题 时 ,这 四 个 性 质 才 具有 两 两 
等 价 性 . 

i. AB= AC AD | BCS BD 全 5 ZBAD 
a 

这 时 出 现 的 是 等 腰 三 角形 底 边 上 的 高 ,基本 图 形 
是 完整 的 ,不 需要 添加 辅助 线 . 

2. AB = AC, BD= CDSAD | BC, ZBAD 
=LCAD 

这 时 出 现 的 是 等 腰 三 角形 底 边 的 中 点 ,还 没有 出 
现 这 条 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 ,所 以 应 用 的 方法 是 
将 这 条 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 添上 ,也 就 是 联结 
AD( 图 2-2-48). 

3. AB=AC, ZBAD= ZCAD=>AD | BC, BD 
=CD 

这 时 延长 AD 交 BC 于 E( 图 2-2-49),AE 就 
是 二 ABC 的 平分 线 . 

4: AD | BC, BD= CD= AB=AC, ZBAD 
=ZOAD 

这 时 出 现 的 是 一 边 上 的 高 和 中 线 重合 ,但 这 时 只 
出 现 了 等 腰 三 角形 的 底 边 ,没有 出 现 两 条 腰 , 所 以 应 
将 两 条 腰 添 上 ,也 就 是 联结 AB 、AC( 图 2-2-50). 

5. ZBAD= /CAD,AD | BD=>AB=AE, BD 
=ED 

这 时 出 现 的 是 一 边 上 的 高 和 角 平 分 线 重合 ,也 可 
以 表达 成 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 , 从 而 一 
定 构成 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 ,这 个 等 腰 
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三 角形 是 由 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 相 交 得 到 的 ， 
所 以 当 这 条 和 角 平 分 线 的 垂 线 和 角 的 两 边 还 没有 相交 
的 时 候 , 就 应 将 它们 延长 到 相交 (图 2-2-51)， 

6. ZBAD= /CAD,BD=CD=SAB=AC,AD 
下 光世 

这 时 出 现 的 是 一 边 上 的 中 线 和 角 平 分 线 重 合 , 基 
本 图 形 也 是 完整 的 ,不 需要 添加 辅助 线 . 

等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 应 用 一 共 
有 以 上 六 种 情况 ,这 是 一 种 完全 的 ,没有 遗漏 的 列 
举 . 当 我 们 将 这 六 种 情况 都 研究 、 讨 论 完 以 后 ,有 关 等 
腰 三 角形 中 的 重要 线段 的 基本 图 形 的 应 用 问题 也 就 
从 根本 上 得 到 了 解决 .在 讨论 中 我 们 也 可 以 发 现 ,在 这 
六 种 情况 中 ,需要 添加 辅助 线 的 有 四 种 情况 ,而 教学 
中 比较 困难 的 就 是 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 作 垂 线 这 
种 情况 ,所 以 接 下 来 就 着 重 讨论 这 种 情况 . 

【 例 8〗 已 知 : 八 ABC 中 , BD 是 人 ABC 的 平分 
线 ,CE 是 人 人 ACB 的 平分 线 ,AF | CE, 重 足 是 FF,AG 
| BD, 垂 足 是 G, 联 结 FG.( 图 2-2-52) 

求证 :FG/ BC. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 两 条 角 平 分 线 和 两 条 角 
平分 线 的 垂 线 , 它 们 就 构成 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 
所 作 的 垂 线 之 间 的 组 合 关系 ,也 就 必定 得 到 一 个 等 腰 
三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 . 

如 果 选 取 BD 是 ABC 的 平分 线 ,AG 是 向 角 平 
分 线 BD 所 作 的 垂 线 (图 2-2- 53), 那 么 这 个 等 腰 三 
角形 应 是 由 角 平 分 线 BD 的 垂 线 AG 和 角 的 两 边 
BA 、BC 相交 得 到 的 .而 现在 AG 尚未 和 角 的 一 边 BC 
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相交 ,所 以 应 将 角 平 分 线 的 垂 线 段 AG 延长 到 与 角 的 
一 边 BC 相交 ,也 就 是 延长 AG 交 BC 于 了 (图 2-2- 
54), 就 可 得 八 ABG 人 和 人 HBG, BA = B 万 和 AG 
=HG. 

根据 同样 的 道理 ,延长 AF 交 BC 于 了 后 ,可 得 
CA=CI,AF=IF( 图 2-2-55). 

现在 就 出 现 了 两 个 中 点 GE ,是 多 个 中 点 问题 ， 
就 可 以 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进行 证 明 .由 于 
这 两 个 中 点 下 、G 所 在 的 线段 AT、A 互 有 公共 端点 A， 
可 以 组 成 人 AIH ,因此 FG 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 
角形 的 中 位 线 ( 图 2-2- 56), 从 而 得 到 FG/IH ,也 
即 FG// BC. 

【分 9】〗 已 知 : 人 ABC 中 , AD 是 AABC 中 
BAC 的 平分 线 , AD 二 AB, 过 C 作 CE |AD, 交 
AD 的 延长 线 于 瓦 .( 图 2-2-57) 


求证 :AE 一 二 (AB 十 AC)， 


分 析 : 由 条 件 AD 是 三 角形 的 角 平 分 线 和 CE | 
AD, 即 CE 是 向 角 平 分 线 AD 所 作 的 垂 线 ,就 构成 了 
角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 垂 线 的 组 合 关系 ,从 而 一 
定 得 到 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 .由 于 这 个 
等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 AD 的 垂 线 CE 与 角 的 两 
边 AB、AC 相交 得 到 的 ,而 现在 CE 尚未 与 角 的 一 边 
AB 相交 (图 2-2-58), 所 以 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 
就 是 延长 CE 与 AB 的 延长 线 相 交 于 下 ,可 得 AAFEF 
LAAEC,AF=AC,EF=EC( 图 2-2-59). 


这 样 要 证 明 的 结论 就 转化 为 AE 一 元 (AB 十 AC) 
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=3(AB 十 AF) 一 AB 十 二 BF， 即 DE=3BF. 
(1) 这 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 ,从 而 可 根据 
线段 们 半 关 系 的 定义 , 先 将 记 BF 作出 ,于 是 取 BF 的 


中 点 G, 得 BG 二 BF( 图 2—2— 60). 


从 而 要 证 的 结论 又 进一步 转化 为 AE 二 AB 十 BG 


这 样 就 出 现 了 AE、AG 是 两 条 具有 公共 端点 A 
的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2 - 
2-61) ,问题 也 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问 
题 .但 现在 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 
以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 GE( 图 2-2- 62), 然 后 
应 证 AE 二 AG 的 等 价 性 质 人 人 AGE 二 人 AEG. 

由 条 件 AD = 二 AB, 八 ABD 是 等 腰 三 角形 , 且 这 
两 个 等 腰 三 角形 有 公共 的 顶 角 人 GAE ,可知 要 证 明 
人 了 AGE 二 人 AEG ,只 要 证 人 AGE 二 人 ABD ,而 这 两 
个 角 是 BD .GE 被 AG 所 截 得 到 的 同位 角 , 所 以 可 应 
用 与 同位 角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 
明 , 也 就 是 证 BD//GE. 

由 于 EE 是 CF 的 中 点 ,而 G 是 BF 的 中 点 ,出 现 
了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,从 而 就 要 应 用 三 角形 
的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 .由 于 GE 这 两 
个 中 点 所 在 的 线段 FB、FC 具有 公共 端点 下 ,可 以 组 
成 三 角形 ,因此 GE 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 
一 条 中 位 线 (图 2-2- 63), 那 么 ,应 用 三 角形 的 中 位 
线 的 性 质 就 可 以 证 明 BD//GE ,分 析 得 以 完成 . 

(2) 如 果 根 据 线段 的 倍 半 关 系 的 定义 来 进行 分 
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析 , 选 取 的 是 作 半 线段 的 两 倍 ,也 就 是 延长 DE 到 G ,使 4 
EG 二 ED ,那么 就 应 证 BF 二 DG( 图 2-2- 64). 

而 在 作出 EG 二 DE 后 ,由 于 已 经 证 明 FE 二 CE， 
且 FC、DG 相交 于 羽 , 这 样 就 出 现 了 两 组 相等 线段 位 
于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,因此 可 应 用 中 心 对 了 -7 
称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . x- 

应 用 的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 连 起 来 组 成 中 心 
对 称 型 全 等 三 角形 ,也 就 是 联结 FG , 即 可 得 人 DCE 入 
2AGFE( 图 2-2-65), DCE 王 <GFE ,而 这 两 个 if 


角 是 DC、FG 被 CF 所 截 得 到 的 内 错 角 ,于 是 可 应 用 BP > 
与 内 错 角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， / ee 
也 就 可 得 DC//FG, 即 BD//FG. 2 和 

这 样 又 出 现 了 BD 是 八 AFG 内 一 条 边 FG 的 平 
行 线段 ,于 是 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 
到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .由 条 件 AB = 入 、 
AD ,可 证 得 BF 一 DC. 时 


(3) 本 题 在 转化 为 证 DE 一 地 BF 后 ,由 于 已 经 7 > 
Ny ELE 


证 明 已 是 CF 的 中 点 ,这 个 线段 之 间 的 倍 半 关 系 就 和 -一 

线段 的 中 点 发 生 联系 ,因此 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基 开 区 
本 图 形 进行 证 明 ,应 用 的 方法 就 出 现 了 两 种 可 能 :将 Da S08 
倍 线段 BF 取 作 三 角形 的 边 和 将 半 线 段 DE 取 作 三 和 

角形 的 中 位 线 . vs 

Q@ 若 选取 将 倍 线段 BF 取 作 ACBF 的 边 , 则 图 NS 

形 中 出 现 了 有 三 角形 而 没有 中 位 线 ,所 以 应 将 三 角形 ， ; 
的 中 位 线 添上 .于 是 取 BC 的 中 点 G, 联 结 EG ,就 可 得 ， 


be 


a 
一 


EG//BF,GE== 广 BF( 图 2=2=66%, 
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这 样 问题 就 成 为 证 EG 二 ED. 这 是 两 条 具有 公共 
端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ， 
问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,也 就 是 要 证 
EG 二 ED 的 等 价 性 质 一 EBD 一 EDG( 图 2- 2- 67). 而 
由 EG/ BA ,可 得 LEGD= 二 人 ABD ,由 BC、AE 相交 
于 DD, 可 得 人 EDG 二 人 ADB ,由 条 件 AB 一 AD, 即 得 
了 ABD 二 人 ADB ,分析 得 以 完成 . 

@ 若 选取 将 半 线 段 DE 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 则 
图 形 中 有 三 角形 的 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,应 将 三 角 
形 的 边 添上 (图 2-2- 68). 这 时 要 使 DE 成 为 三 角形 
的 中 位 线 , 必 须要 使 D、E 成 为 中 点 ,而 现在 图 形 中 的 
点 DD 还 不 是 中 点 ,于 是 延长 CB 到 G, 使 DG 二 DC( 图 
2 一 2 69) ,这样 D、E 就 分 别 成 为 具有 公共 端点 C 的 
线段 CG、CF 的 中 点 ,所 以 DE 就 是 ACGF 的 一 条 中 


位 线 .于 是 联结 GF ,就 可 得 DE /GF,DE=3GOF( 图 


2-2-70) ,问题 就 转化 为 要 证 BF 二 GF. 

这 是 两 条 具有 公共 端点 下 的 相等 线段 ,它们 就 可 
以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角 
形 的 判定 问题 ,也 就 是 要 证 -BF=GF 的 等 价 性 质 
了 了 FBG 一 人 FGB( 图 2-2-71). 由 于 已 证 DE/GF,， 
因此 ADVWGF , 且 已 知 AB=AD,ADB=ABD， 
所 以 BF 二 GF 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 得 以 完成 . 

【 例 10】 已 知 : 八 ABC 中 ,BC 二 3AB,BD 是 三 角 
形 中 一 ABC 的 平分 线 , 过 C 作 CE_| BD 交 BD 的 延 
长 线 于 互 .( 图 2=2=7 轨 

求证 :BD 一 ED. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 BD 是 三 角形 中 
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ABC 的 平分 线 ,CE | BD, 即 CE 是 向 角 平 分 线 
BD 所 作 的 垂 线段 ,所 以 必定 得 到 一 个 等 腰 三 角形 中 
重要 线段 的 基本 图 形 ( 图 2-2-73). 

由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 BD 的 垂 线 
段 CE 和 角 的 两 边 BC、BA 相交 得 到 的 ,而 现在 CE 
尚未 和 和 角 的 一 边 BA 相交 ,因此 应 将 它们 延长 到 相 
交 , 也 就 是 延长 CE 交 BA 的 延长 线 于 下 (图 2-2- 
74) ,就 可 得 ABEFSABEC,BF 王 BC,EF 一 EC, 并 
进一步 可 得 BF 二 3AB ,AF 王 2AB. 

(1) 由 于 AF==2AB 是 线段 之 间 的 倍 半 关系 ,所 
以 可 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 将 倍 线段 AF 两 等 分 ， 
也 就 是 取 AF 的 中 点 G, 可 得 AB 二 AG 二 GF( 图 2-2 
-75). 

在 作出 了 G 是 AF 的 中 点 后 ,由 于 已 经 证 明 世 是 
CF 的 中 点 (图 2-2-76), 出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 
点 问题 ,因此 就 可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 . 

由 于 G、E 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 AF、CF 具有 
公共 端点 下 ,可 以 组 成 三 角形 ,所 以 G、E 这 两 个 中 点 
的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 , 而 现在 图 形 中 是 有 三 角 
形 而 没有 中 位 线 , 所 以 应 将 中 位 线 添上 ,也 就 是 联结 
EG( 图 2-2-77), 即 可 得 GE/AC. 在 人 BEG 中 ,由 
BA 一 GA ,AD//GE, 并 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 
形 的 性 质 ,就 可 推 得 BD 二 ED( 图 2-2-78). 

(2) 由 于 问题 是 要 证 明 BD 二 ED, 而 已 知 BE、 
AC 相交 于 DD, 即 BD 和 ED 这 两 条 要 证 明 相等 的 线 
段 是 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ,从 而 就 可 添 
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B G C 


加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ( 图 2-2-79), 添 
加 的 方法 是 过 线段 的 端点 作 平 行 线 . 

@ 若 选取 过 端点 EE 作 平行 线 , 即 过 五 作 ECV 
AB 交 AC 于 6G, 问题 就 转化 为 证 八 BAD 纪 和 八 EGD 
(图 2-2-80). 

由 一 ADB=GDE 和 ABD 二 人 GED ,所 以 还 
要 证 明 一 组 边 对 应 相等 .由 于 已 经 证 明 FFE 王 CE, 且 
EG/FA ,所 以 在 ACFA 中 ,应 用 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 的 性 质 ,可 证 明 AF 王 2EG( 图 2-2-81), 又 因 
为 已 证 明 AF= 二 2AB, 从 而 可 得 AB 二 EG ,分 析 得 以 
完成 . 

@ 车 平行 线 选取 过 端点 B 作 , 则 过 B 作 BG/ 
CE 交 CA 的 延长 线 于 G( 图 2-2- 82), 问 题 就 转化 
为 证 ABDGS 宅 和 AEDC. 

可 知 BDG=EDC 和 DBG= 二 DEC ,还 应 
证 一 组 边 对 应 相等 . 

由 BG//CF, 且 这 两 条 平行 线段 的 四 个 端点 两 两 
的 连 线 在 点 A 相交 ,所 以 可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 的 
平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 于 是 可 


BG _ AB 
得 人 BAGOAFAC( 图 2-2- 83)， ,EC 一 和， ;出 于 已 


经 证 明 AF = 二 2AB, 所 以 FC 二 2BG, 而 已 经 证 明 FC 
二 2EC ,就 可 得 BG 二 EC ,所 以 人 BDG 旦 八 EDC 就 得 
以 证 明 . 

本 题 在 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 时 ， 
添加 的 方法 都 是 过 两 个 端点 作 平 行 线 , 将 这 两 条 平行 
线 作 到 与 过 中 点 的 直线 相交 ,就 一 定 得 到 中 心 对 称 型 
全 等 三 角形 的 基本 图 形 . 若 不 相交 ,就 是 过 端点 或 
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B 作 AC 的 平行 线 , 这 时 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 就 消 
失 了 ,而 得 到 的 就 是 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 ,其 中 
过 EE 作 AC 的 平行 线 的 情况 已 经 进行 了 讨论 ,所 以 可 
讨论 过 B 作 AC 的 平行 线 的 情况 ,也 就 是 过 B 作 BG 
/AC 交 EC 的 延长 线 于 G, 就 可 以 得 到 DC 一 定 是 
人 EBG 的 中 位 线 , 从 而 也 可 以 完成 分 析 . 

【 例 11】 已 知 : 八 ABC 中 ,AD | BC, 垂 足 是 也， 
巨 是 AD 上 一 点 ,联结 BE、CE ,延长 BE 交 AC 于 FF， 
延长 CE 交 AB 于 G. 联 结 DG、DF.( 图 2-2- 84) 

求证 :人 ADG== 人 ADF. 

分 析 : 本 题 要 证 人 ADG = LADF, 即 AD 是 
FDG 的 角 平 分 线 , 而 条 件 中 给 出 了 AD 是 高 ,也 就 
是 BC 是 角 平 分 线 AD 的 垂 线 , 从 而 就 可 得 到 一 个 等 
腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 (图 2-2-85). 

这 个 等 腰 三 角形 应 是 由 角 平 分 线 AD 的 垂 线 和 
角 的 两 边 DG 、DF 相交 而 得 到 , 而 现在 的 图 形 中 , 虽 
然 角 平分 线 AD 的 垂 线 BC 是 和 FDG 的 两 边 相 交 ， 
但 却 相交 于 角 的 顶点 D 上 ,所 以 等 腰 三 角形 就 退化 成 
一 个 点 , 即 等 腰 三 角形 消失 . 

这 样 要 作出 等 腰 三 角形 ,就 必须 要 使 角 平 分 线 的 
垂 线 离开 角 的 顶点 ,而 要 使 这 条 垂 线 既 离开 顶点 又 要 
保持 与 角 平 分 线 垂 直 , 就 应 将 BC 平移 .而 在 将 BC 平 
移 的 过 程 中 ,只 要 BC 一 离开 点 D 就 可 以 在 与 角 的 两 
边 相 交 后 出 现 等 腰 三 角形 ,所 以 在 这 个 平移 过 程 中 能 
够 得 到 的 等 腰 三 角形 显然 就 可 以 有 无 数 多 个 ,因此 ， 
问题 就 转化 为 要 选择 一 个 恰当 的 位 置 , 也 就 是 选择 一 
个 能 够 与 条 件 发 生 联 系 的 点 ,过 该 点 作 BC 的 平行 
线 .由 于 AD 是 条 件 中 给 出 的 已 知 三 角形 的 高 ,而 点 
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D 是 不 能 取 的 ,所 以 就 应 选取 过 A 作 BC 的 平行 线 ， 
也 就 是 过 A 作 HI/ BC 交 DF、DG 的 延长 线 于 五 了 
(图 2-2-86), 那 么 和 人 DHI 应 是 等 腰 三 角形 ,而 要 证 
明了 人 ADG 一 人 ADF ,也 就 可 以 转化 为 证 明 AH=AI. 

而 由 IHA/ BC, 可 得 AT、BD 是 两 条 平行 线段 ， 
且 它 们 四 个 端点 两 两 的 连 线 在 点 G 相交 ,从 而 可 应 用 
由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 所 得 到 平行 线 型 相似 三 
角形 进行 证 明 . 

由 ATVBD, 可 得 AAGIABGD (图 2-2- 


AG AI AG: BD 

87)， ;所 以 BG 二 BDI 一 BG 

根据 同样 的 道理 ,由 AH /CD, 可 得 AAHF 

FA AH ， _ AF.CD. 

人 CDF (图 2-2-88),cF 一 CD'AH= CF :这 
样 要 证 明 AH = AT, 就 转化 为 要 证 明 全 一 
AF .CD AG BD CF 
全 ,也 就 是 要 证 SS 5 ， 5 一 1 


由 于 AABC 中 ,过 三 顶点 的 AD、BF、CG 相交 
于 一 点 已 ,所 以 应 用 西 瓦 定理 就 可 以 完成 证 明 . 

如 果 不 直 接应 用 西 瓦 定理 ,那么 由 于 这 里 出 现 
的 三 组 相 比 线段 都 重 伙 在 一 直线 上 ,所 以 再 应 用 添 
加 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 也 可 以 完成 
分 析 . 

车 需要 集中 进行 这 种 添 线 方法 的 教学 ,可 以 在 
《几何 王 ;软件 的 “智能 搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 
条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠 标 依次 悬 停 在 “等 腰 三 角形 ” 
一 “等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 ", 最 后 点 击 “ 等 腰 三 角 
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形 五 (6)” 图 标 ,就 可 以 将 所 有 应 用 这 种 添 线 方法 的 习 
题 全 部 搜索 出 来 . 


四 、 直 角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 


等 腰 三 角形 部 分 的 第 四 个 基本 图 形 就 是 直角 三 
角形 斜 边 上 的 中 线 . 

人 ABC 中 ,了 ACB=90",AD=BDSCD=AD 
= 放 AB 

和 A 人 ABC 中 ,ACB=90",AD 二 BDSOADAC= 
DCA ,一 BDC=2 二 DAC( 图 2-2-89) 

直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 , 本 质 上 是 两 个 顶 角 互 
补 的 等 腰 三 角形 的 组 合 图 形 . 

直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 这 一 基本 图 形 的 应 用 
有 三 种 可 能 情况 ;出现 了 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 ; 
出 现 了 直角 三 角形 斜 边 的 中 点 ;出 现 了 两 条 线段 之 间 
的 倍 半 关 系 , 且 其 中 的 倍 线段 是 一 个 直角 三 角形 的 余 
边 . 应 用 的 方法 是 在 没有 出 现 直 角 三 角形 斜 边 上 的 中 
线 的 情况 下 ,将 斜 边 上 的 中 线 添上 . 

【全 12】 已 知 : 人 ABC 中 ,ABC =2/ACB,， 
AD | BC, 生 足 是 D,E 是 BC 的 中 点 .( 图 2-2-90) 


求证 :DE 一 本 AB， 
分 析 :(1) 本 题 给 出 了 条 件 AD | BC ,而 要 证 明 
的 结论 DE 二 二 AB 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 


其 中 的 倍 线段 AB 是 直角 三 角形 ABD 的 斜 边 ,所 以 
就 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 ( 图 2- 2-91). 现 在 图 形 中 有 直角 三 角 
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形 ,而 没有 斜 边 上 的 中 线 , 于 是 要 将 斜 边 上 的 中 线 汪 
上 ,也 就 是 取 AB 的 中 点 下 ,联结 DF ,可 得 DF 一 这 AB 


(图 2-2- 92), 从 而 问题 就 转化 为 应 证 DF 二 DE. 

而 由 所 作 的 下 是 AB 的 中 点 和 条 件 瑟 是 BC 的 
中 点 ,出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,从 而 可 应 用 
三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 由 于 中 
点 正和 所 在 线段 BC、BA 有 公共 端点 B( 图 2-2- 
93) ,可 以 组 成 三 角形 ,因此 EF 这 两 个 中 点 的 连 线 
就 是 三 角形 的 一 条 中 位 线 , 但 现在 图 形 中 有 三 角形 而 
没有 中 位 线 , 从 而 需 将 中 位 线 添上 ,也 就 是 联结 EF ， 
可 得 EF//CA( 图 2-2-94). 

现在 要 证 的 是 DF 二 DE ,而 DE、DF 是 两 条 具有 
公共 端点 D 的 相等 线段 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 采 三 角 
形 的 判定 问题 (图 2-2-95). 又 因为 E.D、B 成 一 直 
线 , 图 形 中 出 现 了 这 个 要 证 明 的 等 腰 三 角形 的 顶 角 的 
外 角 ,所 以 要 证 明 DE 二 DF ,就 可 以 转化 成 要 证 它 的 
等 价 性 质 人 FDB 二 2 人 FEB. 又 因为 由 直角 三 角形 斜 
边 上 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 FD==FB, 人 人 FDB 
三 人 FBD ,而 由 条 件 作 ABC = 二 2 人 ACB ,可 将 问题 转 
化 为 证 <ACB 二 人 FEB ,由 于 这 两 个 角 是 FE 、AC 被 
BC 所 截 得 到 的 同位 角 , 所 以 可 应 用 与 同位 角 有 关 的 
平行 线 的 基本 图 形 进行 证 明 , 又 已 证 EF // CA , 故 分 
析 得 以 完成 . 

(2) 由 于 本 题 要 证 的 结论 DE 二 地 AB 是 两 条 线 


段 之 间 的 倍 半 关 系 , 且 其 中 的 半 线 段 DE 的 一 个 端点 
下 是 BC 的 中 点 ,出 现 了 线段 之 间 的 倍 半 关 系 是 和 线 
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段 的 中 点 发 生 联系 的 ,可 应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 


4 
图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 应 用 的 方法 有 两 种 可 能 :将 倍 线 下 F 
段 取 作 三 角形 的 边 和 将 半 线 段 取 作 三 角形 的 中 位 线 . c 
@ 若 将 倍 线段 AB 取 作 三 角形 的 边 , 则 由 五 是 


BC 的 中 点 ,可 知 应 将 AB 看 作 AABC 的 一 条 边 , 现 
在 图 形 中 就 是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 所 以 应 将 三 角 A 


形 的 中 位 线 添上 ,也 就 是 取 AC 的 中 点 下 (图 2-2- dr F 
96) ,并 联结 EF ,从 而 可 得 EF // BA,EF=3AB, BA a 
ZFEC= /ABC( 图 3-2-97). 图 2-2-97 
由 条 件 ABC = 3 ”ACE, 可 得 FEC = 
2 降 ACB ,而 在 作 了 AC 的 中 点 下 后 ,由 条 件 人 ADC A 
=90" ,可知 下 就 成 为 直角 三 角形 ACD 的 斜 边 的 中 本 F 
点 ,这 样 又 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 。/ 此 
形 的 性 质 进行 证 明 . 
由 于 现在 图 形 中 是 有 直角 三 角形 ,而 没有 斜 边 上 


的 中 线 ,因此 应 将 斜 边 上 的 中 线 添 上 , 于 是 联结 
中 ss 
(图 2-2-98), 从 而 可 得 FD=FC=5AC,ZFCD /| <、 
BA hs LY 
二 人 FDC,， 人 FEC==2 人 FDC. 而 已 知 D、E、C 成 一 直 
线 ,人 FEC 是 人 EFD 的 一 个 外 角 , 从 而 可 证 明 DE= 人 
EF( 图 2-2-99), 而 EF 玉 AB, 所 以 DE 一 AB 得 。 
以 证 明 ， 下 
加 若 选 取 半 线段 DE 为 三 角形 的 中 位 线 , 则 首先 情人 ee 
应 使 DE 的 两 个 端点 D 和 EE 都 成 为 线段 的 中 点 . 若 考 
虑 点 D, 则 延长 AD 到 下 ,使 DF 二 AD (图 2-2- ; 


100) , 接 下 来 就 应 考虑 点 上 ,尽管 条 件 中 已 给 出 上 是 
BC 的 中 点 ,但 由 于 EE 所 在 线段 BC 和 D 所 在 的 线段 


图 2=2= 100 
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4 AF 没有 公共 的 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 这 两 个 中 

Eg 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,由 于 所 在 的 线段 

8B/ | AN、 必须 要 与 D 所 在 的 线段 AF 有 公共 的 端点 ,所 以 这 个 
公共 端点 只 能 是 取 点 A 或 者 取 点 下 

若 选 取 公 共 端 点 为 A, 则 联结 AE 并 延长 AE 

到 G, 使 GE 二 AE( 图 2-2-101), 这 样 D、E 这 两 个 

中 点 的 连 线 就 成 为 三 角形 的 中 位 线 , 而 现在 图 形 中 

出 现 了 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,于 是 应 将 三 角形 


jn 的 边 添上 ,也 就 是 联结 FG( 图 2 - 2 - 102), 就 可 得 
一 一 0 DE// FG, 且 DE 一 二 FG, 这 样 问题 就 转化 为 证 AB 

， 和 = FG. 
rr 6 又 因为 作 AE=GE 后 ,由 条 件 给 出 的 BE 一 CE， 
np 且 BC、AG 在 点 E 相交 ,从 而 出 现 了 两 组 相等 线段 都 
A 分 别 位 于 一 组 对 顶 角 人 AEB 和 GEC 的 两 边 且 成 
FE 一 直线 ,所 以 可 添加 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 
a | ““、、。， 证明 ( 图 2-2- 103), 由 于 现在 出 现 的 是 两 组 相交 的 
~ 相等 线段 ,因此 添加 的 方法 是 将 这 四 个 端点 两 两 联结 
Soi 起 来 ,于 是 联结 GC (图 2- 2 - 104), 可 得 AAEB 名 
败 力 一 才 二 人 GEC,AB 一 GC, 且 可 得 ABC 二 LGCB ,而 已 知 


ABC=2/ACB ,所 以 GCB= 二 2 了 ACB. 

这 样 问题 进 一 步 转化 成 要 证 FG 二 GC ,这 是 两 条 
具有 公共 端点 G 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 
三 角形 (图 2-2-105), 但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 
腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 FC， 
a 问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 , 即 要 证 明 

FG 二 CG, 就 可 以 转化 成 证 它 的 等 价 性 质 人 GCF = 
~GFC ,又 因为 已 经 证 明 DCW FG , 这样 就 出 现 了 一 


图 2-2 一 104 
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次 等 腰 三 角形 和 平行 线 的 组 合 关系 ,所 以 一 定 得 到 角 平 分 线 ( 图 2-2-106) ,也 
就 是 由 DC、FG 这 一 组 平行 线 被 FC 所 截 ,可 得 和 GFC 二 了 BCF ,问题 就 转化 
为 要 证 人 BCF 二 人 GCF, FC 是 人 GCB 的 角 平 分 线 ,也 就 是 要 证 人 GCB = 
2 二 BCF ,但 我 们 已 证 得 人 GCB = 二 2 人 ACB ,所 以 问题 又 转化 为 要 证 BCF = 
BCA. 由 条 件 AD | BC 和 所 作 的 AD=FD, 可 得 CB 是 AF 的 垂直 平分 线 ， 
所 以 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 就 可 以 证 明 CA 二 CF 和 
BCF= 二 BCA( 图 2-2-107) ,分析 就 得 以 完成 . 

若 选 取 的 公共 端点 为 点 下 , 则 联结 FE 并 延长 FE 到 C, 使 CE 一 FE( 图 2- 
2 一 108) ,那么 DE 就 是 AFGA 的 中 位 线 , 所 以 联结 AG (图 2-2- 109), 可 得 


DE //AG ,DE 二 十 AG ,这 样 问题 就 转化 为 要 证 A 了 一 AG-. 


1 
2 

这 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 等 腰 三 角形 ,所 以 联 
结 BC( 图 2-2-110) ,就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,也 就 是 问题 转化 为 
应 证 AB 二 AG 的 等 价 性 质 了 ABG 一 人 AGB ,而 由 AGVWBC, 且 可 以 看 作 是 被 BG 


2 一 2 一 108 图 马 - 2 一 109 图 2 一 人 =]0 
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固 2 一 2=111 
A G 


图 2 三 3- 113 


所 截 ,所 以 人 AGB = 人 CBG, 从 而 又 应 证 ABG = 
了 GBC;BG 是 一 ABC 的 平分 线 , ABC = 二 2 人 GBC 
(图 2-2-111), 由 条 件 流 ABC 二 2 了 ACB ,从 而 问题 
又 转化 为 要 证 ZGBC 二 人 ACB. 

又 因为 EB 二 CE ,FE 一 GE ,这 两 组 相等 线段 也 
是 位 于 一 组 对 顶 角 BEF 和 CEG 的 两 边 , 且 成 一 
直线 ,所 以 也 可 添加 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 
证 明 ,添加 的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 联结 起 来 ,也 就 
是 联结 BF .GC (图 2-2-112), 就 可 推 得 ABEFS2 
人 CEG ,BF 一 CG. 又 因为 BC 是 AF 的 垂直 平分 线 ， 

应 用 线段 垂直 平分 线 的 性 质 又 可 得 BA 二 BF, 所 以 

AB 二 GC ,四 边 形 ABCG 是 一 个 等 腰 梯 形 .在 等 腰 梯 
形 内 ,应 用 图 形 的 轴 对 称 性 质 ,或 者 通过 一 对 轴 对 称 
型 的 全 等 三 角形 , 即 AACBS2AGBC( 图 2-2-113)， 
就 可 以 证 明 上 述 性 质 , 从 而 完成 分 析 . 

对 于 直角 三 角形 佟 边 上 的 中 线 这 个 基本 图 形 来 
说 ,出 现 了 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 , 且 其 中 的 倍 线 
段 是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 这 种 情况 时 的 添 线 方法 ， 
是 有 必要 进行 专题 教学 的 .如 果 需 要 集中 进行 这 种 添 
线 方法 的 教学 ,就 可 以 在 《几何 王 》 软 件 的 “智能 搜索 ” 
功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 条 件 中 的 "基本 图 形 ”, 鼠标 
依次 悬 停 在 “等 腰 三 角形 ”一 “直角 三 角形 斜 边 上 的 中 
线 ”, 最 后 点 击 “ 直 角 三 角形 一 (3)” 图 标 ,就 可 以 将 所 
有 应 用 这 种 添 线 方法 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 
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第 三 节 全 等 三 角形 


一 、 轴 对 称 型 


人 AA4BC 中 ,AB 二 AC,D 是 AB 上 的 一 点 , 瑟 是 
AC 上 的 一 点 ,AD 三 AFE 字 和 人 4ABESAACD ,和 人 BCE 
各 A 和 CBD( 图 2-3-=1) 

轴 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 一 种 情况 是 : 当 两 
条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 位 于 一 个 等 腰 三 角形 
《或 轴 对 称 图 形 ) 的 轴 对 称 部 分 时 ,就 可 以 应 用 轴 对 称 
型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 根 据 图 形 的 轴 对 称 部 分 就 能 
找到 全 等 三 角形 . 

四 边 形 ABCD 中 ,4AB=AD,CB 王 CD 之 和 A 人 ABC 
A 人 ADC( 图 2=3 一 2) 

轴 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 二 种 情况 是 : 当 两 条 
相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 关 于 某 一 条 直线 成 轴 对 称 
时 ,就 可 以 应 用 或 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添 
加 的 方法 是 :在 没有 对 称 轴 时 添加 对 称 轴 (图 2- 3- 3). 

轴 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 三 种 情况 是 : 当 两 
条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 关 于 某 一 条 直线 成 轴 
对 称 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 
证 明 .添加 的 方法 是 :将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 
(图 和 = 3=4 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


x” 


A 


D 


SS 
、 


图: 次 三 和 一人 


【 例 1】 已 知 :.AABC 中 ,人 ABC 一 2 人 ACB ,AD 
是 三 角形 中 二 BAC 的 平分 线 .( 图 2-3-5) 

求证 :AC 二 AB 十 BD. 

分 析 : 本 题 要 证 明 AC 二 AB 十 BD ,这 是 一 条 线段 
等 于 两 条 线段 的 和 ,所 以 可 根据 线段 和 差 关系 的 定义 
来 开始 进行 分 析 . 

(1) 若 根 据 线段 和 的 定义 来 分 析 , 则 可 将 AB 和 
BD 接 起 来 ,这 时 就 会 出 现 两 种 可 能 ,即将 BD 接 到 
AB 上 或 将 AB 接 到 BD 上 . 

Q@ 如 果 将 BD 接 到 AB 上 ,也 就 是 延长 AB 到 
已 ,使 BE=BD( 图 2-3-6), 那 么 AE 就 等 于 AB 十 
BD ,问题 就 转化 为 证 AE 二 AC. 

但 在 作出 了 BE 二 BD 后 ,由 于 这 是 两 条 具有 公 
共 端 点 B 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 , 现 在 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,于 
是 将 底 边 ED 添上 , 即 联结 ED( 图 2-3-7), 又 因为 
E、B、A 成 一 直线 ,出 现 了 ABD 是 这 个 等 腰 三 角形 
的 项 角 的 外 角 , 所 以 可 得 人 ABD 二 2 人 BED ,而 已 知 
了 ABD 二 2 人 ACB ,从 而 就 有 人 BED 二 人 ACB. 

而 条 件 中 已 给 出 二 EAD= CAD ,就 出 现 了 这 
两 个 相等 的 角 是 关于 AD 成 轴 对 称 的 ,从 而 就 可 应 用 
轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 .根据 图 形 的 轴 对 称 部 
分 ,就 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AAAED 和 
人 和信 ACD (图 2 -3-8), 在 这 两 个 三 角形 中 , 因为 
ZEAD=,/CAD, ZAED=7ACDyAD=ADs 所 以 
全 等 ,AE 二 AC 也 就 得 以 证 明 . 

@ 如 果 将 AB 接 到 BD 上 ,也 就 是 延长 DB 到 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


E, 使 EB 二 BA (图 2-3-9), 那 么 就 有 ED 二 AB 十 A 

BD ,问题 也 就 成 为 要 证 AC 二 ED. 但 在 作出 EB 一 BA PASS 

以 后 ,就 出 现 了 这 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线 。 ”, 合 -55 更 

段 , 于 是 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 这 个 等 腰 p 闪 

三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 AE 添 间 二 2 

上 ,于 是 联结 AE( 图 2-3- 10). 又 因为 已 .B、C 成 一 

直线 ,应 用 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 就 有 二 ABC A 

二 2 了 AEC, 而 已 知人 ABC 二 2 了 ACB, 所 以 人 AEC 了 入 

一 ACEFE. | te 
这 两 个 角 相 等 一 旦 出 现 , 就 得 到 八 AEC 也 是 等 四 

腰 三 角形 (图 2-3-11), 也 就 是 AE 二 AC, 那 么 问题 A 


就 转化 为 证 ED 二 EA. 这 又 是 两 条 具有 公共 端点 玉 的 。 .-” \~< 
相等 线段 ,它们 又 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 琅 “… 
就 转化 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,这 样 就 应 证 。 。 图 2-3-10 


ED=EA 的 等 价 性 质 LEAD= 二 人 EDA (图 2-3- A 
12), 而 由 巨 .D.C 成 一 直线 ,可 知 LZEDA 是 ADC .7/ \ 
的 一 个 外 角 , 于 是 有 EDA = LACD 十 人 CAD, 而 B | > 
DA 又 等 于 ~EAB 十 BAD, 且 已 知 CAD = 图 光一 3 二 
二 BAD ,所 以 问题 就 转化 为 证 BAE 二 人 ACD ,而 因 A 
这 两 个 角 都 和 人 AEC 相等 ,分 析 即 可 完成 . 7 oe 

(2) 车 在 根据 线段 和 差 关 系 的 定义 来 进行 分 析 玉 和-D “0 
时 ,选取 根据 线段 差 的 定义 来 进行 分 析 , 则 可 在 线段 图 2-3-12 
AC 上 截取 AE 二 AB ,问题 就 转化 为 证 EC= 王 BD( 图 2 4 
-3= 13). 

而 在 作出 了 AE = 二 AB 后 ,由 AD 是 AABC 中 \ ~ 
/BAC 的 平分 线 ,就 出 现 了 AE 和 AB 这 两 条 相等 的 B DD c 
线段 关于 AD 成 轴 对 称 ,从 而 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 图 2-3-13 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 
4 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 将 ABAD 沿 对 称 轴 AD 
a 局 。。 恤 折 过 去 ,这 时 点 忆 就 在 点 上 ,于 是 联结 DE( 因 
A 2—3=14). 由 AE 三 AB, ZEAD=>BAD 和 AD= 
D C AD , 即 可 推 得 AEADSAB4AD,ED=BD ,那么 问题 
也 就 转化 为 要 证 ED 一 EC 


A 但 这 又 是 两 条 具有 公共 端点 正 的 相等 线段 ,所 以 
Pa 它们 可 组 成 一 个 等 要 三 角形 ,问题 吉成 为 一 个 等 县 
角形 的 判定 问题 (图 2-3-15). 而 由 CE 、A 成 一 直 
3 D C 线 ,所 以 问题 成 为 应 证 人 AED = 2 人 ACD, 而 由 
We AED 一 人 ABD 和 已 知 了 ABC = 二 2 人 ACB ,就 可 以 
4 证 明 上述 性 质 . 

2 【 例 2】 已 知 : 人 ABC 中 ,AB =AC, ZBAC = 

she 100",CD 是 ACB 的 平分 线 .( 图 2-3- 16) 

有 c 


求证 :BC 二 CD 十 AD. 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 BC 二 CD 十 AD ,是 一 条 线 
段 等 于 两 条 线段 的 和 ,可 根据 线段 和 差 关系 的 定义 进 


py 行 分 析 . 
冰冻 (1) 若 选用 裁 长 法 , 即 在 线段 BC 上 截取 CE= 
i 人 CD( 图 2-3-17), 然 后 证 BE 一 AD. 这 样 就 出 现 了 
六 E Cc CE 和 CD 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ,它们 
2 3 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,现在 这 个 等 腰 三 角形 只 


4 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 
ET DE (图 2-3-18), 于 是 可 得 LCDE= 二 人 CED. 

由 条 件 AB= 二 AC, 人 BAC 二 100", 可 知 这 个 等 腰 

三 角形 的 项 角 是 已 知 的 ,所 以 它 的 底 角 就 可 以 求 得 ， 


即 ZABC 一 人 ACB 一 本 X (180 一 100 ) 王 40 .又 因为 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


CD 是 ZACB 的 平分 线 ,所 以 人 BCD 一 地 X40"=20". 


在 等 腰 三 角形 CDE 中 ,可 求 得 底 角 , 即 CED 


== 记 X (180" 一 20”) 二 80“. 而 已 经 证 明 人 ABC 二 40”, 所 
以 LCED= 二 2 了 ABC. 而 由 B、.E、C 成 一 直线 ,又 有 
了 CED 是 AEBD 的 外 角 , 由 此 就 得 人 EBD 是 等 腰 
三 角形 ,BE=DE( 图 2-3-19). 这 样 问 题 就 转化 为 
证 DE=AD. 


由 于 条 件 中 给 出 CD 是 ACB 的 平分 线 ,因此 4 
二 BCD 和 LACD 这 两 个 相等 的 角 是 关于 CD 成 轴 对 区 
称 ,从 而 就 可 以 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ， 从 i 
添加 的 方法 是 将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,即将 8 EF C 
和信 ACD 沿 CD 翻 折 过 去 .于 是 由 BCD 二 人 ACD ,可 图 2-3-20 
知 CA 必定 落 在 CB 上 ,所 以 在 CB 上 截取 CF=CA， A 
再 联结 DF( 图 2-3- 20) 即 可 . BA SA 
由 CF 一 CA, ZFCD 一 ZACD 和 CD=CD, 可 /A 人 一 发 
得 人 FCDAACD,DF=DA. B EF ie 
这 样 问题 就 转化 为 证 DE 二 DF ,而 这 又 是 两 条 具 辐 253 一 列 


有 公共 端点 D 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 
角形 的 基本 图 形 ( 图 2- 3-21), 问 题 也 就 转化 为 一 
个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,所 以 问题 又 应 转化 为 证 
DE 二 DF 的 等 价 性 质 人 DEF 二 人 DFE. 我 们 已 证 


DEF 一 80 ,从 而 又 应 证 ZDFE 也 等 于 80 ,由 于 灰 六 
LDFE 是 人 DFC 的 补 角 , 而 人 DFC=BAC=100"， 人 人 、 太 二 
所 以 分 析 得 以 完成 
(2) 若 选用 补 短 法 , 即 延 长 CD 到 E, 使 DE 二 名 


DA( 图 2-3- 22), 则 问题 就 转化 为 证 CE 一 CB. 由 于 a 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 儿 何 的 新 实践 | 
万 A 这 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 
请 个 等 腰 三 角形 ,但 现在 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 ， 
而 没有 底 边 ,因此 应 将 底 边 添上 , 即 联结 BE( 图 2- 3 
本 C - 23), 然 后 应 证 CE = CB 的 等 价 性 质 人 CEB 
本 = ZCBE, 

A 又 因为 AB 二 AC, 这 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 
六 =- 这 相等 线段 , 它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-3- 
! 24) ,这 个 等 腰 三 角形 的 顶 角 BAC = 100", 所 以 
B 8 


攻 ABC 二 人 ACB 二 40", 而 CD 是 人 ACB 的 角 平 分 
线 , 所 以 BCD 二 20° ,那么 问题 也 就 是 要 证 CEB 
一 80". 

由 于 二 BCD 和 LACD 这 两 个 相等 的 角 关 于 CD 
成 轴 对 称 ,因此 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 
明 , 添 加 的 方法 是 将 AACD 沿 CD 翻 折 过 去 , 则 由 
BCD=~ACD ,可 知 CA 必定 落 在 CB 上 ,所 以 添 
加 方法 就 是 在 CB 上 截取 CF=CA( 图 2-3-25), 联 
结 DF, 即 可 得 人 ACD 电 入 FCD( 图 2-3-26),DA= 
DF, /DFC= /DAC=100°. 

而 B、F、C 成 一 直线 ,所 以 人 BFD 二 80" ,这样 问 
题 就 转化 为 要 证 BED == 人 BFD ,而 这 一 性 质 等 价 
于 ZEBA=ZFBA=40". 

由 于 这 两 个 要 证 明 相等 的 角 是 关于 BD 成 轴 对 
称 的 ,所 以 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 .根据 
图 形 的 轴 对 称 部 分 ,就 可 以 找到 ABDE 和 ABDF 是 
一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 (图 2-3-27), 而 在 这 两 个 
三 角形 中 ,已 经 出 现 的 条 件 是 DE 二 DA 二 DF ,DB= 
DB ,所 以 还 需要 一 个 性 质 .由 于 上 述 已 讨论 的 两 组 相 
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等 的 角 都 是 结论 ,不 能 用 ,因此 只 能 证 明 第 三 个 角 , 也 
就 是 这 两 条 对 应 边 的 夹 角 相等 , 即 要 证 ~BDE 
=ZBDF. 
由 条 件 AB、CE 相交 于 D, 可 得 人 BDE = 
CDA ,而 在 AACD 中 ,CDA 二 180" 一 100" 一 20” 4 D 
二 60", 所 以 人 BDE 二 60. 而 人 人 CDF 二 人 CDA ,可 得 ss 
LBDF=180" 一 2X60°==60°, 所 以 ZBDE = 人 BDF 
可 以 证 明 ,分 析 也 就 得 以 完成 . ef 
【 例 3〗 已 知 :正方形 ABCD 中 ,已 是 正方 形 
ABCD 内 的 一 点 ,ZECD 一 FDC 一 15". 联 结 AE、 
BE.( 图 2-3-28) 
求证 : 八 ABE 是 等 边 三 角形 . Be / 
分 析 : 本 题 要 证 明 AABE 是 等 边 三 角形 ,也 就 ~ 
是 要 证 明 BE 、AE 都 与 正方 形 的 边 长 AB 相等 .由 条 
件 四 边 形 ABCD 是 正方 形 ,可 知 AB 王 BC, 所 以 问 
题 就 转化 为 证 BE 二 BC, 这 样 就 出 现 了 两 条 具有 公  B C 
共 端 点 B 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角 国名 公交 
形 ,问题 又 转化 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,这 样 
就 要 证 BE 二 BC 的 等 价 性 质 人 BEC 二 人 BCE (图 。 六 人 、 
2-3-29). 由 条 件 ZECD 一 15", BCD 二 90, 得 | ~ | 
BCE 一 90" 一 15" 二 75 ,所 以 问题 转化 为 证 BEC | SS 
也 等 于 75°. 上 
(1) 由 条 件 ZECD 二 LEDC=15%, 可 得 人 ECD B C 
是 等 腰 三 角形 (图 2-3-30), 且 它 的 顶 角 二 CED== 图 2-3-30 
180°— ECD— BDC=180"—15"—15 ==150”; 这 
样 问题 就 是 要 证 明 人 BEC 是 人 CED 的 一 半 , 也 就 是 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


A 万 
要 7 
es E| 
We F 
B C 
图 2 一 3=32 
区 D 
i 
B C 
图 2-3-33 
有 D 
IF 
”= 
B C 


要 证 BEC 一 卫 CED, 这 样 就 出 现 了 两 个 角 之 间 


的 倍 半 关系 ,从 而 就 可 以 根据 角 的 倍 半 关系 的 定义 来 
进行 分 析 , 也 就 是 将 倍 角 二 CED 两 等 分 ,证 明 倍 角 
CED 的 一 半 和 二 BEC 相等 ,于 是 作 了 CED 的 平分 
线 交 CD 于 下 . 

由 于 出 现 的 是 等 腰 三 角形 项 角 的 角 平 分 线 , 因 此 
可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 , 推 
得 EF CD,CF=DF( 图 2-3-31). 

在 作出 了 二 CED 的 平分 线 EF 后 ,问题 就 成 为 要 
证 人 BEC 二 人 CEF ,也 就 是 要 证 明志 BEC 和 之 FEC 
是 关于 CE 成 轴 对 称 的 ,所 以 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 ( 图 2- 3- 32) ,添加 的 方法 是 将 以 相等 
的 对 应 角 为 内 角 的 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 , 即 就 将 
ABEC 沿 CE 翻 折 过 去 ,那么 EB 就 应 落 在 EF 和 
EF 的 延长 线 上 , 若 设 为 EG, 则 CB 必定 落 在 CG 
上 .由 于 和 人 BCE 二 75", 因 此 人 人 ECG 也 应 等 于 75 ,而 已 
知 和 ECF==15", 所 以 人 FCG 二 75" 一 15" 二 60". 所 以 作 
图 的 时 候 , 实际 上 可 以 根据 和 人 FCG 这 个 60 的 角 来 
作 , 也 就 是 以 CD 为 边 ,C 为 项 点 作 和 人 FCG 二 60", 交 
EF 的 延长 线 于 G, 于 是 问题 就 转化 为 应 证 八 BEC 和 
AGEC 全 等 (图 2-3-33). 

由 于 已 经 证 明 EG | CD, LGFC =90 ,因此 
AGCF 是 一 个 角 为 30 的 直角 三 角形 ,于 是 应 用 30” 
角 的 直角 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 (图 2-3- 34), 可 
得 CG 二 2CF ,而 已 证 CF 二 DF, 即 CD 二 2CF ,可 得 
CG 一 GD=GBs 丸 因为 ZBCE=ZGCE=75 :CE 
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一 (五 ,所 以 ABEC 和 AGEC 全 等 就 得 以 证 明 , 从 而 
BEC=AGEC=75", 二 BEC 一 二 BCE 一 75", 可 得 BE 
二 BC. 同 理 , 也 可 证 明 AE 二 AD ,分 析 得 以 完成 . 

(2) 本 题 的 关键 是 要 证 明 人 BEC 二 75", 对 于 15” 
和 75° 这 两 个 角 来 说 ,它们 的 和 是 90 ,而 它们 的 差 是 
另 一 个 特殊 角 60", 所 以 二 BCE 王 75" 一 60? 十 15" 一 60? 
十 人 ECD ,这 就 是 一 个 角 等 于 两 个 角 的 和 的 问题 ,可 
根据 角 的 和 差 关系 的 定义 来 进行 分 析 . 

@ 选取 根据 角 的 差 来 进行 分 析 , 即 以 CB 为 一 
边 、 以 C 为 顶点 ,在 八 BCE 所 在 的 一 侧 作 BCF = 
了 DCE==15", 可 得 LECF==75 一 15" 二 60"( 图 2- 
3—35). 

但 在 作出 了 BCF= 二 人 DCE 后 ,由 条 件 CB 二 CD， 
就 出 现 了 这 两 个 相等 的 角 和 人 BCF 和 人 DCE ,这 两 条 
相等 的 线段 CB 和 CD 是 关于 人 BCD 的 平分 线 、 也 就 
是 正方 形 ABCD 的 对 角 线 AC 成 轴 对 称 的 ,所 以 可 添 
加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 将 以 
相等 的 对 应 角 为 内 角 的 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,于 
是 将 人 DCE 沿 AC 翻 折 过 去 ,CE 就 应 落 在 CF 上 ,所 
以 取 CF 二 CE ,并 联结 BF (图 2 - 3 36), 就 可 得 
ADCE 和 ABCF 全 等 ,所 以 人 FBC== 人 EDC=15"， 
BFC=DEC. 而 在 ADCE 中 , 人 DEC =180" 一 
15" 一 15" 二 150°, 所 以 人 BFC 二 150°. 

由 所 作 的 CF 二 CE ,就 出 现 了 两 条 具有 公共 端点 
C 的 相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-3- 
37) ,但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 
应 先 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 EF( 图 2-3-38), 可 得 
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ACEF 是 等 腰 三 角形 ,而 人 ECF 二 60", 所 以 人 CEF 
是 一 个 等 边 三 角形 ,人 CFE 二 60°,FE=FC. 

而 现在 要 证 明 的 结论 是 BE= BC, 观察 图 形 , 可 
以 发 现 AFBC 和 APFB 也 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 
角形 (图 2-3-39), 在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 的 条 
件 是 FE=FC,FB=FB, 第 三 组 对 应 边 BE 一 BC 是 
要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,所 以 第 三 个 条 件 只 能 是 证 它 
们 的 夹 角 对 应 相等 ,也 就 是 证 人 BFE 二 人 BFC. 已 证 
BFC=150 ,所 以 问题 成 为 要 证 BFE 也 等 于 
150", 由 于 二 BFE = 360" 一 BFC 一 /CFE = 
360" 一 150" 一 60" 王 150", 因 此 FBC 和 AFBE 全 等 ， 
就 可 得 BE 二 BC, 人 FBC 二 人 FBE= 二 15", 从 而 可 得 
FEBC=30", 也 就 可 得 二 ABE 王 60" ,分析 就 得 以 


> 
=] 


4_ D ”完成 . 
De @ 根据 角 的 和 差 关系 的 定义 来 进行 分 析 , 在 
8/ | ZBCE 内 作 一 个 15" 角 时 ,也 可 以 选取 以 EC 为 边 .以 

本 和 C 为 顶点 作 了 ECF = 人 ECD=15*( 图 2-3- 40), 而 

ee. 居 。。 这 两 个 相等 的 角 是 关于 CE 成 轴 对 称 的 ,于 是 可 添加 


轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 将 以 相 
等 的 对 应 角 为 内 角 的 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,即将 
人 DCE 沿 CE 翻 折 过 去 ,那么 CD 就 应 落 在 CF 上 ， 
所 以 取 CF 二 CD, 并 联结 EF (图 2-3-41), 可 得 
ADCESQAFCE. 

所 以 有 ED=EF,CD==CF, FEC== 人 DEC= 
150%. 由 ED 二 EF ,就 出 现 了 两 条 具有 公共 端点 上 的 
相等 线段 ,它们 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-3- 
42) ,但 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,于 是 
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应 先 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 DF( 图 2-3-43) ,可 得 
AEDF 是 等 厌 三 角形 ,又 由 之 DEF = 360 一 
ZFEC— ZZDEC= 360°— 150° 一 150" = 60°; 所 以 
人 EDF 是 一 个 等 边 三 角形 ,可 得 DF 二 DE 二 CE,， 
LEDF=60". 

现在 要 证 明 的 是 BE 二 BC 二 CD 二 CF ,所 以 就 出 
现 了 ABCE 和 ACDF 是 一 对 绕 正 方形 中 心 旋 转 90” 
的 全 等 三 角形 (图 2 - 3 - 44) ,全 等 的 条 件 已 经 有 BC 
二 CD,CE 二 DF ,所 以 还 应 证 明 它 们 的 夹 角 相等 ,也 
就 是 要 证 了 BCE = 二 LCDF. 由 于 BCE = 人 BCD 一 
ZECD = 90° — 15° = 75°, 而 LCDF = 二 CD 十 
EDF 王 15 十 60 一 75 ,因此 ABCE 和 ACPF 全 等 
可 以 证 明 , 可 得 BR=CF 王 CD=BC, FEBC = 
ZFCD== 人 ECD 十 人 ECF 二 15" 十 15" 二 30", 从 而 可 
证 明 人 ABE 二 60°, 分 析 得 以 完成 . 

【 例 4]】 已 知 : 八 ABC 中 ,ACB 二 2AABC,D 是 
八 ABC 内 的 一 点 ,AD=AC,DB 王 DC.( 图 2-3-45) 

求证 :BAC : 人 BAD 等 于 定 值 . 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 人 ACB = 二 2 人 ABC ,是 
两 个 角 之 间 的 倍 半 关系 ,所 以 可 根据 角 的 倍 半 关系 的 
定义 ,作出 人 ABC 的 两 倍 角 ,于 是 以 B 为 顶点 ,以 BC 
为 边 作 CBE 二 2 了 ABC( 图 2-3-46), 那 么 人 CBE 
三 到 ACE. 

在 作出 了 了 CBE = 二 人 ACB 后 ,可 以 发 现 它们 是 
在 线段 BC 的 两 端 且 与 BC 交 成 相等 的 两 个 角 , 于 是 
可 添加 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 .现在 图 形 中 
这 个 等 腰 三 角形 是 有 底 边 而 两 条 腰 尚 未 相交 ,应 将 它 
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们 延长 至 相交 ,也 就 是 延长 CA 与 BE 相交 于 E( 图 2-3-47), 可 得 EB=EC. 

已 知 DB 三 DC ,这 是 两 条 具有 公共 端点 D 的 相等 线段 ,它们 就 可 以 组 成 一 
个 等 腰 三 角形 (图 2- 3 -48) ;应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 ,可 得 DBC 二 人 DCB， 
从 而 可 进一步 推 得 人 DBE 二 人 DCA. 

可 以 发 现 , 人 DBE、 人 DCA 这 两 个 相等 的 角 位 于 等 腰 三 角形 的 轴 对 称 部 分 
(图 2-3 一 49), 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 将 以 
人 DCA 为 内 角 的 人 ADC 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,由 于 翻 折 过 去 时 ,点 D 是 不 动 的 ， 
点 C 应 落 在 点 B 上 ,所 以 CA 就 落 到 BE 上 ,假设 点 A 落 在 点 下 ,那么 BF 必定 
和 CA 相等 .于 是 在 BE 上 截取 BF==CA ,联结 DF( 图 2-3-50), 可 得 AADC 
QAFDB,AD=FD=AC=FB. 

而 由 EB 二 EC 和 BF 二 CA ,可 得 EF 二 EA ,这 也 是 两 条 有 具有 公共 端点 了 
的 相等 线段 (图 2-3-51), 它 们 也 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,但 这 个 等 腰 三 角 
形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 ,所 以 应 将 底 边 添上 ,也 就 是 联结 FA (图 2- 3- 52)， 
这 样 就 出 现 了 八 EFA 和 八 EBC 是 两 个 具有 公共 顶 角 的 等 腰 三 角形 (图 2-3- 
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53) ,它们 的 底 角 一 定 相等 ,所 以 FA V BC. 

又 因为 BA 是 人 CBE 的 平分 线 ,出 现 了 角 平 分 
线 和 平行 线 的 组 合 , 所 以 一 定 得 到 一 个 等 腰 三 角形 的 
基本 图 形 .由 于 FA 是 角 的 一 边 BC 的 平行 线 , 因 此 它 
应 和 角 的 另 一 边 BE 同 角 平分 线 BA 相交 组 成 等 腰 三 
角形 ,可 得 AFAB 是 等 腰 三 角形 (图 2-3-54), 即 
FA 王 FB ,这 样 就 可 进一步 推 得 FA = FD = AD,， 
AA4ADF 是 等 边 三 角形 ,应 用 等 边 三 角形 的 性 质 ,可 得 
DAF 王 60". 

这 样 ,二 BADD 就 等 于 DAF 一 BAF=60" 一 
BAF, 由 于 已 经 证 明 二 BAF=ABC, 所 以 
ZBAD=60°— ZABC. 

而 人 BAC 是 八 ABC 的 一 个 内 角 , 所 以 人 BAC= 
180"— ZABC 一 ZACB; 已 知 ACB=2ZABC, 可 
得 人 BAC = 180° 一 ABC 一 2 ABC = 180" 一 
3 之 ABC, 从 而 可 得 人 BAC 二 3X (60" 一 人 人 ABC)= 
3 一 BAD. 

所 以 和 BAC : BAD=3, 即 它们 的 比 是 定 值 3. 

由 于 本 题 分 析 的 关键 是 作出 等 腰 梯 形 AFBC , 因 
此 在 添加 辅助 线 时 ,可 以 直接 过 A 作 AF//CB 交 BE 
于 下 ,再 联结 DF 来 完成 证 明 , 但 这 时 要 讲 清楚 这 条 
辅助 线 是 怎样 想 出 来 的 难度 就 比较 大 了 . 

【 例 5】 已 知 : 正方 形 ABCD 中 ,已 是 BC 上 一 
点 ,下 是 CD 上 一 点 ,联结 AE、AF, EAF 一 45". 联 
结 EF,AG |EF, 垂 足 是 G.( 图 2-3-55) 

求证 :AG 二 AB. 

分 析 : 本 题 要 证 明 AG = AB, 而 已 知 四 边 形 
ABCD 是 正方 形 , 了 ABE 二 AGE 二 90", 且 又 有 AE 
二 AE ,就 可 得 AAEB 和 八 AEG 是 一 对 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 (图 2-3-56). 由 于 AG=AB 是 要 证 明 的 结 
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论 , 不 能 用 ,因此 必定 要 另外 再 得 到 一 个 条 件 . 

因为 AG 和 AB 这 两 条 要 证 明 相等 的 线段 是 A 
点 到 人 BEG 的 两 边 的 距离 ,所 以 EA 必定 是 BEG 
的 角 平 分 线 , 问 题 就 转化 为 证 明 人 人 AEB 二 人 AEG. 

而 这 两 个 相等 的 角 是 关于 EA 成 轴 对 称 的 ,于 是 
仍然 可 以 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 .添加 的 
方法 是 将 以 相等 的 对 应 角 为 内 角 的 三 角形 沿 对 称 轴 
翻 折 过 去 . 

由 于 以 人 AEG 为 内 角 的 三 角形 有 两 个 , 即 
AAEG 和 八 AEF ,但 将 AAEG 沿 对 称 轴 EA 翻 折 过 
去 ,图 形 没有 任何 变化 ,也 不 出 现任 何 新 的 性 质 ,因此 
要 选择 将 AAEF 沿 对 称 轴 EA 翻 折 过 去 . 当 AAEF 
沿 对 称 轴 EA 翻 折 过 去 以 后 ,EF 就 落 在 EB 的 延长 
线 上 (图 2-3-57), 那 么 AF 应 落 在 哪里 呢 ? 

由 于 已 知人 EAF= 二 45", 因 此 AF 落下 去 的 AH 
也 应 与 AE 交 成 45", 从 而 就 有 人 人 EAH 二 人 EAF = 
45", LFAH=AEAH+ AEAF= 二 45" 十 45" 二 90°, 也 
就 是 FA | HA. 

所 以 将 AAAEF 沿 对 称 轴 EA 翻 折 过 去 的 作 图 方 
法 就 是 过 A 作 HA FA 交 CB 的 延长 线 于 瑟 ( 图 2- 
3 一 58), 即 得 人 AEH 和 AAEF 必定 是 一 对 轴 对 称 型 
全 等 三 角形 . 

由 于 已 经 有 的 条 件 是 人 EAH = 人 EAF = 45，， 
AE= 二 AE, 而 人 AEH 二 人 AEF 是 要 证 明 的 结论 , 因 
此 第 三 个 性 质 只 能 是 证 一 组 边 对 应 相等 . 即 证 明 AH 
二 AF( 运 用 S.A.S) (图 2-3-59). 

这 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,又 因为 作出 的 人 FA 二 90", 所 
以 这 个 三 角形 是 等 腰 直 角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 
形 , 又 因为 四 边 形 ABCD 是 正方 形 ,所 以 出 现 了 两 个 
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具有 公共 顶点 A 的 正方 形 ,从 而 可 应 用 旋转 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 . 

根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 
AD 和 AH 、AF 两 两 组 成 全 等 三 角形 (图 2-3- ep 
方法 , 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 八 ABH 和 
八 ADF( 图 2-3-61). 

在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 的 条 件 是 AB 王 AP， 
LABH = AADF ==90", 又 由 FAD 十 人 FAB = 
LBAD=90", 而 HAB 二 人 FAB== 人 HAF =90"，, 
可 得 LHAB 王 人 FAD, 所 以 人 ABH 宇 人 入 ADF,AH 
= 让 

这 样 可 以 进一步 证 明和 八 AEH 和 八 AEF 全 等 ,从 
而 证 明 人 AEH 二 人 AEF ,分 析 得 以 完成 . 

在 全 等 三 角形 这 一 专题 的 教学 中 ,通过 将 三 角 
形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,得 到 轴 对 称 型 全 等 三 角形 这 
种 添 线 方法 是 难点 ,不 经 过 专门 的 学 习 , 许 多 学 生 掌 
握 起 来 都 会 相当 困难 ,关键 是 要 使 学 生 明 白 在 什么 
情况 下 会 想到 将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 ,以 及 有 具 
体 翻 折 过 去 的 方法 是 什么 .如 果 需 要 集中 进行 这 种 
添 线 方法 的 教学 ,同样 可 以 在 《几何 王 》 软 件 的 “智能 
搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 条 件 中 的 “基本 图 
形 ”, 鼠 标 依次 悬 停 在 “全 等 三 角形 ”>~“ 轴 对 称 型 全 
等 三 角形 ”, 最 后 点 击 “ 全 等 三 角形 一 (3)” 图 标 ,就 可 
0 用 这 种 添 线 方法 的 习题 全 部 搜索 出 来 

教学 中 使 用 . 


【 例 6】 已 知 ;正方 形 ABCD 中 ,AB 二 1,E 是 BC 4<C 一 


的 延长 线 上 一 点 ,FF 是 CD 的 延长 线 上 一 点 ;了 EAF 
二 45 yAE 与 CD 相交 于 志 G.( 图 2-3- 62) 

问 : 八 EGF 与 人 EFA 能 否 相 似 ? 若 能 相似 , 求 号 
出 此 时 BE 的 值 , 若 不 能 相似 ,请 说 明理 由 . 
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分 析 : 如 果 AEGF 与 人 EFA 相似 ,那么 EFG 就 应 和 LEAF 相等 ,这 样 
就 出 现 了 FG 是 过 和信 EFA 的 顶点 下 的 边 AF 的 道 平行 线 ,所 以 八 EGF 与 
和 AEFA 是 一 对 由 过 三 角形 顶点 的 北平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 (图 2 
-3- 63), 和 由 于 已 知 乙 EAF 王 45 ,因此 二 FEFG 也 应 等 于 45 ,而 FC_|CE, 所 以 
AECF 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 (图 2-3-64), 从 而 当 AECF 是 一 个 等 腰 直 角 
三 角形 时 ,AEGF 与 AEFA 就 能 相似 . 

现在 的 问题 是 求 BE 的 值 ,而 BE 二 BC 十 CE 二 BC 十 CF 二 BC 十 CD 十 DF 
2BC 十 DF ,于 是 有 BE 一 DF 二 2BC ,这 样 就 出 现 了 BE、DF 这 两 条 线段 的 差 ,所 以 
就 可 以 根据 线段 和 差 关系 的 定义 ,在 BE 上 截取 BH 二 DF( 图 2-3- 65). 

由 于 四 边 形 ABCD 是 正方 形 ,AB= 二 AD, 且 ABH 二 人 ADF= 二 90", 因 此 
在 截取 了 BH 二 DF 后 ,就 可 发 现 作 BH 和 八 ADF 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角 
形 . 于 是 联结 AH (图 2-3- 66), 就 可 得 人 ABH 和 人 ADF,AH==AF, 人 人 BAH 
一 一 DAF. 

由 于 旋转 角 二 BAD=90", 因 此 可 得 另 一 个 旋转 角 志 HAF 王 90 .又 因为 
AH 和 AF 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 相等 线段 ,所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 
角形 (图 2- 3- 67), 现 在 这 个 等 腰 三 角形 只 有 两 条 腰 而 没有 底 边 , 故 应 先 将 这 
条 底 边 添上 ,也 就 是 联结 HF( 图 2- 3 68). 


又 因为 条 件 给 出 人 LEAF 二 45", 所 以 人 EAH = 
ZHAF— /EAF=90'—45" 二 45", 所 以 人 EAF = 
人 EA ,这 样 就 出 现 了 等 腰 三 角形 的 项 角 的 角 平 分 
线 , 于 是 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 , 可 得 AE 是 HF 的 垂直 平分 线 (图 2 - 
3—69). 

从 而 再 应 用 一 次 线段 垂直 平分 线 的 性 质 就 可 以 
证 明 EH 二 EF, 所 以 HE 二 HC 十 CE 二 (1 一 BH) 十 
CF 二 (1 一 BH) 十 (十 DF) 二 2, 从 而 可 得 FE 二 2, 那 
么 在 等 腰 直 角 人 入 ECF 中 ,可 求 得 CE 二 V2 ,已 知 BC 一 1， 
所 以 BE 一 BC 十 CE 一 V2 十 1 


二 、 中 心 对 称 型 


AD BC, AD = BC, AC、BD 相交 于 EE 寺 
AAEDSQACEB( 图 2-3-70》 


第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


AC、BD 相交 于 E, AE = 二 CE, BE 二 DE=> Bg 


AAEDS2ACEB 

平行 四 边 形 ABCD 中 , AC、BD 相交 于 EF 寺 
AAEDSQACEB, 人 ABCSQSACDA 

中 心 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 一 种 情况 是 两 
条 相等 的 线段 或 两 个 相等 的 角 位 于 一 个 平行 四 边 形 
的 中 心 对称 部 分 ,可 以 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进 
行 证 明 , 根据 图 形 的 中 心 对 称 部 分 就 能 找到 全 等 三 
角形 . 

中 心 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 二 种 情况 是 出 
现 了 两 条 平行 且 相 等 的 线段 ,应 用 的 方法 是 将 四 个 
端点 两 两 联结 并 相交 ,就 可 得 到 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 . 
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中 心 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 三 种 情况 是 出 
现 了 两 条 相等 的 线段 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 
一 直线 ,应 用 的 方法 是 过 两 个 端点 作 平 行 线 , 且 作 到 
与 过 中 点 的 直线 相交 . 

中 心 对 称 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 四 种 情况 是 出 
现 了 两 组 相等 线段 位 于 同一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 
一 直线 ,应 用 的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 联结 ,这 两 条 
连 线 一 定 平行 且 相 等 . 

【 例 7】 已 知 : 人 ABC 中 , ACB = 90", AC = 
BC,D 是 AB 上 一 点 ,DE | AB 交 AC 于 EE,F 是 BE 
的 中 点 ,联结 FD、FC.( 图 2-3-71) 

请 探索 FD、FC 的 数量 关系 和 位 置 关系 ,并 进行 
证 明 . 

分 析 : 观 察 图 形 可 以 发 现 并 判断 FD、FC 这 两 条 
线段 是 相等 是 互相 垂直 ,所 以 问题 就 是 证 FD 二 FC， 
FD | FC. 

由 BCE = 二 90",F 是 BE 的 中 点 , 即 下 是 直角 
人 和信 EBC 的 斜 边 BE 的 中 点 (图 2-3-72), 于 是 可 应 用 
直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 


明 , 可 得 CF 二 BE 二 FE. 同 理 又 可 得 DF=3BE= 


FE (图 2-3-73), 从 而 就 可 推 得 FD=FC. 

接 下 来 就 应 证 明 FD | FC. LDFC== 人 ADFE 十 
ACFE=90" ,由 于 已 经 证 明 DF 一 FE ,这 是 两 条 具有 
公共 端点 下 的 相等 线段 ,因此 它们 可 以 组 成 等 腰 三 角 
形 FDE( 图 2-3-74). 同 理 , 人 FEC 也 是 等 腰 三 角形 
(图 2-3-75). 
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而 要 证 明 的 人 DFE 十 人 CFE 就 是 这 两 个 等 腰 三 
角形 的 项 角 的 和 ,所 以 问题 就 转化 为 要 讨论 它们 的 底 
角 之 间 的 数量 关系 . 

由 于 这 两 个 等 腰 三 角形 的 底 角 一 FED 和 FEC 
之 和 就 是 人 DEC, AADE 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 
人 DEA= 二 45", 因 此 LDEC=180" 一 LDEA==135°, 从 
而 可 证 得 人 DFC 二 360" 一 2 人 DEC 二 360" 一 2 X135” 
二 90", 所 以 FD_LFC. 

【 例 8〗 已 知 : AABC 中 , ACB = 90", AC = 
BC,D 是 AB 上 的 一 点 ,DE | AB 交 AC 于 瓦 .将 
AADE 绕 A 点 顺 时 针 旋 转 成 人 AFG, 点 下 在 AC 
上 ,日 是 BG 的 中 点 ,联结 FF 、HC.( 图 2-3-76) 

请 探索 FR、HC 的 数量 关系 和 位 置 关 系 , 并 进行 
证 明 . 

分 析 : 观 察 图形 可 以 发 现 并 判断 HF、HC 这 两 条 
线段 是 相等 且 互 相 垂直 ,所 以 问题 就 转化 为 证 HF 二 
HC 和 有 F | RHC. 

由 于 HF 和 HC 是 两 条 具有 公共 端点 互 的 相等 
线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 就 转化 为 
一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,因此 就 应 证 明 人 人 HFC 
=ZHCF. 

由 于 条 件 给 出 人 ABC 和 人 入 AGF 都 是 等 腰 直 角 三 
角形 ,因此 LCAB 二 人 FAG= 二 45", 可 得 BAG 二 45° 十 
45" 二 90", 八 BGA 是 直角 三 角形 (图 2- 3-77), 又 因为 
末 是 BG 的 中 点 , 即 玉 是 直角 三 角形 BGA 的 斜 边 BG 
的 中 点 ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 .现在 图 形 中 是 有 直角 三 角形 而 没 
有 斜 边 上 的 中 线 , 于 是 将 斜 边 上 的 中 线 添 上 ,也 就 是 联 
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WN, 


结 A 互 (图 2-3-78), 可 得 AH 一 村 BG 一 HG 一 HB. 


在 得 到 了 AH== HG 以 后 ,因为 AF==GF, FH = 
FH ,所 以 人 AHF 和 AGHF 是 一 对 轴 对 称 型 的 全 等 三 
角形 (图 2 一 3-79), 可 得 人 人 HFA = 二 人 HFG. 因 为 


ZAFG=90", 所 以 人 ZHFA = 人 HFG= - (360 一 


AFG)=135". 又 因为 A、F、C 成 一 直线 ,所 以 人 HFC 
二 45", 这 样 问题 就 转化 为 要 证 明 人 HCF 也 等 于 45 . 

由 于 条 件 给 出 一 ACB = 二 90", 因 此 要 证 明 人 HCF 
等 于 45" ,就 是 证 明王 ECF 和 人 HCB 相等 .可 以 发 
现 ,这 两 个 要 证 明 相 等 的 角 是 关于 CH 成 轴 对 称 的 ， 
于 是 可 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 根 据 图 形 
的 轴 对 称 部 分 , 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
人 和信 HCA 和 AHCB( 图 2-3-80), 全 等 的 条 件 是 CA 
= CB, HA ="HB; CH = CH, 可 得 ZHCA 一 
人 HCB ,因为 这 两 个 角 的 和 是 90", 所 以 人 HCA = 
ZHCB=45°. 

从 而 又 可 进一步 推 得 和 作 HFC 是 等 腰 直 角 三 角 
形 ,HF_| HC, 分 析 得 以 完成 . 

【 例 9】 已 知 : 人 ABC 中 , 人 ACB = 90°, AC = 
BC, 过 A 作 线 段 AD,DE | DA,DE= 二 DA,F 是 BE 
的 中 点 ,联结 AE、CD、FD、FC.( 图 2-3- 81) 

求证 : 八 FDC 是 等 腰 直 角 三 角形 . 

分 析 : 要 证 明 AFDC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,首先 就 
是 要 证 明了 人 FCD 二 45"( 图 2-3- 82), 而 已 知人 ACB 
一 90", 于 是 问题 就 转化 为 证 明 DCA 十 人 FCB 也 等 
于 :45", 

这 是 两 个 角 的 和 的 问题 ,可 根据 角 的 和 的 定义 ， 
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将 这 两 个 角 拼 到 一 起 ,于 是 就 可 将 人 DCA 拼 到 LFCB 的 外 侧 , 也 就 是 作 
芝 BCG 二 ZZDCA( 图 2-3-83). 因 为 ZDCA 十 ZDCB==90 ,所 以 ZBCG 十 
芝 DCB 二 人 DCG 二 90%. 于 是 将 人 DCA 拼 到 LFCB 的 外 侧 的 作 图 , 即 过 C 作 
CC CD ,得 到 BCG 一 人 DCA. 

由 于 是 将 二 DCA 拼 过 来 ,因此 就 应 取 CG 二 CD, 于 是 和 人 CAD 和信 CBG 是 
一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 

于 是 联结 BG( 图 2-3-84), 由 CA=CB,DCA=~GCB ,CD=CG, 可 
以 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 AD=BG, 二 DAC=GBC. 而 ACB 王 90? 就 
是 旋转 角 ,所 以 可 进一步 证 明 AD | BG ,而 已 知 AD_|L DE, 故 DE//BG. 

又 因为 AD=DE ,所 以 DE=BG, 故 DE 和 BG 平行 且 相 等 ,可 应 用 中 心 
对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

找 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 方法 是 将 这 两 条 线段 的 四 个 端点 两 两 联结 起 
来 ,于 是 联结 FG( 图 2-3-85), 由 EF==BF, 了 FED= 二 AFBG 和 DE 二 GB ,就 
B 
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图 号 -3 一 389 


可 证 明 AEDF 和 和 ABGF 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 ,所 以 DF=GF ,DFE 二 人 GFB. 

从 而 在 证 明了 D、F、G 成 一 直线 后 ,可 以 证 明 
人 CDG 是 等 腰 直 角 三 角形 ,并 进一步 证 明 A 人 FDC 也 
是 等 腰 直 角 三 角形 . 

【 例 10】 已 知 :AABC 中 ,AB 二 AC,D 是 AB 上 
的 一 点 ,延长 AC 到 万 ,使 BD 二 CE ,BC、DE 相交 于 
F.( 图 2-3-86) 

求证 :DF 一 EF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 DF = 二 EF ,而 条 件 中 
又 给 出 DE 和 BC 相交 于 下 ,也 就 是 要 证 明 相等 的 两 
条 线段 DF 和 EF 是 位 于 一 组 对 顶 角 人 DFB 和 
和 人 EFC 的 两 边 且 成 一 直线 (图 2-3-87), 从 而 可 添 
加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 
端点 作 平 行 线 . 

(1) 在 添加 平行 线 时 ,首先 应 选取 过 端点 D 和 下 
的 线段 为 平行 方向 线段 ,由 于 图 形 中 过 端点 玉 有 线段 
EC ,过 端点 D 有 线段 DB ,因此 可 首先 选取 这 两 种 可 
能 性 进行 讨论 . 

@ 若 取 过 端点 的 线段 EC 为 平行 方向 线段 (图 
2-3-88), 则 过 DD 作 DG//AE 交 BC 于 G( 图 2-3- 
89) ,那么 ADFG 和 AEFC 就 是 一 对 中 心 对 称 型 全 
等 三 角形 . 

在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 人 DFG = 一 EFC， 
了 DGF 二 人 ECF ,所 以 还 应 证 一 组 边 对 应 相等 ,因为 
条 件 中 还 给 出 CE 二 BD ,所 以 就 应 证 明 CE 和 它 的 对 
应 边 GD 相等 , 即 证 DG 二 DB. 
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这 是 两 条 具有 公共 端点 D 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2- 3 - 90) ,问题 也 就 转化 为 
一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,所 以 应 证 DG 二 DB 的 
等 价 性 质 二 DBG 王 DGB. 

由 于 DG/AC ,这 两 条 平行 线 DC 、AC 可 以 看 作 
是 被 BC 所 截 , DGB 和 LACB 可 以 看 作 是 一 组 同 
位 角 ( 图 2-3-91), 因 此 可 应 用 与 同位 角 有 关 的 平行 
线 的 基本 图 形 进 行 证 明 , 可 得 人 DGB 王 一 ACB. 

而 由 AB 二 AC, 又 可 得 人 DBG 二 人 ACB ,从 而 可 
证 明了 DBG 二 人 DGB ,就 可 以 完成 分 析 . 

@ 若 选 取 过 端点 D 的 线段 DB 为 平行 方向 线 
段 , 则 过 记 作 EG/BA 交 BC 的 延长 线 于 G( 图 2-3 
-92), 可 得 人 ABC 二 人 EGC. 

由 AB= 二 AC, 得 ABC 二 ACB ,而 人 ACB = 
ECG, 可 得 LECG 二 人 EGC ,EC=EG. 

已 知 CE=BD, 所 以 EG 二 DB, 又 有 人 DBF = 
LEGF 和 ADFB 二 AEFG, 可 以 证 明和 作 DBF 和 
和信 EGF 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ,从 而 可 完成 
分 析 . 

(2) 若 在 取 平 行 方向 线段 时 ,选择 一 个 特殊 的 方 
向 一 一 与 BC 垂直 的 方向 作为 平行 线 的 方向 , 则 平行 
线 可 过 两 个 端点 作 , 也 就 是 过 D、E 分 别 作 DG | BC、 
EH _| BC ,并 交 BC 和 BC 的 延长 线 于 G、H( 图 2-3 
-93) ,这样 作 DFG 和 和信 EFH 就 是 一 对 中 心 对 称 型 全 
等 三 角形 . 

在 这 两 个 三 角形 中 ,有 LDFG 二 人 EFH ,DGF 
三 人 《EHF 二 90", 所 以 还 要 再 证 一 组 边 对 应 相等 . 
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A 由 BD= CE,， ZZDBG == 人 ACB = 二 LECH 和 
A 攻 DGB 二 LEHC 二 90", 可 以 得 到 人 和信 BDG 写 人 CEH 

攻 生 (图 2-3-94), 从 而 有 DG 二 EH ,分 析 就 可 以 完成 . 
/1 、 信 、\o 万 《3) 本 题 在 过 端点 D 和 EE 作 平行 线 时 ,只 要 作 
G 、、! ”到 和 过 中 点 下 的 直线 相交 ,就 一 定 构成 中 心 对 称 型 全 
AN 。 等 三 角形 ,那么 假如 不 相交 呢 ? 也 就 是 过 端点 D、E 
ep 所 作 的 平行 线 与 BC 不 相交 , 即 和 BC 平行 ,这 样 中 心 
A 对 称 型 全 等 三 角形 就 不 会 出 现 ,但 这 时 出 现 了 过 线段 


的 中 点 所 作 的 边 的 平行 线 , 即 出 现 了 三 角形 中 位 线 的 
基本 图 形 . 

在 具体 添加 时 ,由 于 BC 已 是 平行 线 中 的 一 条 ， 
因此 平行 线 只 要 过 一 个 端点 作 即 可 . 

@ 若 选 取 过 端点 D 作 平 行 线 , 则 过 D 作 DGV 
FC 交 AC 于 G( 图 2-3-95). 由 AB=AC 和 DG/W 
BC ,可 得 AD=AG,BD=CGC. 已 知 BD 二 CE, 于 是 
CG 二 CE ,而 已 作 GD/NCF( 图 2-3-96), 所 以 DF= 
EF 就 得 以 证 明 . 

@ 若 选 取 过 端点 EE 作 平 行 线 , 则 过 E 作 EG/W 
FB 交 AB 的 延长 线 于 G( 图 2-3-97), 那 么 由 AB= 
AC 和 BC/GE , 推 得 BG 二 CE ,所 以 BG=BD. 再 由 
BF /GE ,就 可 证 明 DF==FE. 

如 果 需 要 集中 进行 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 教 
学 ,可 以 在 《几何 王 ) 软 件 的 “智能 搜索 ”功能 中 ,选择 
左边 栏 第 选 条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠标 悬 停 在 “全 等 
三 角形 ”, 最 后 点 击 “ 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ”, 就 可 以 
将 所 有 有 关中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 习题 全 部 搜索 
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= 二 旋转 型 


AB= AD, AC = HE; ZBAD = ZCABE'S 
AABC 2 AADE, /ABD = /ACE, /ADB = 
AEC( 图 2-3-98) 

因为 AB=AD, 这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 
线段 ,所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 .同样 ,由 
AC 二 AE ,它们 也 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,而 这 两 
个 等 腰 三 角形 的 顶 角 是 相等 的 ,所 以 这 两 个 等 腰 三 角 
形 一 定 相 似 .而 由 上 ABD 二 人 ACE 和 人 ADB = 二 人 AEC ,车 延长 BD 与 CE 相 
交 , 则 可 得 两 个 圆 内 接 四 边 形 . 

所 以 ,在 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 中 ,一 定 同时 出 现 一 对 相似 的 
等 腰 三 角形 和 两 个 圆 内 接 四 边 形 . 

旋转 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 一 种 情况 是 出 现 了 由 一 点 发 出 的 两 组 交 成 
等 角 的 相等 线段 ,应 用 的 方法 是 将 这 两 组 相等 线段 两 两 组 成 旋转 型 全 等 三 
角形 . 

旋转 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 二 种 情况 是 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 的 等 边 
三 角形 (因为 所 有 的 等 边 三 角形 都 相似 ) ,应 用 的 方法 是 将 由 这 个 公共 顶点 发 出 
的 两 组 相等 线段 (等 边 三 角形 的 边 ) 两 两 组 成 旋转 型 全 等 三 角形 . 

旋转 型 全 等 三 角形 应 用 的 第 三 种 情况 是 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 的 正方 
形 或 具有 公共 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 (因为 所 有 的 等 腰 直 角 三 角形 都 相 
似 ) ,应 用 的 方法 是 将 由 这 个 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 (正方 形 的 边 ) 两 两 
组 成 旋转 型 全 等 三 角形 . i 

【 例 11】 已 知 : 八 ABC 中 ,以 AB 为 边 在 人 ABC 4 人 
外 作 等 边 三 角形 ABD ,以 AC 为 边 在 AABC 外 作 等 
边 三 角形 ACE ,联结 BE CD.( 图 2-3-99) B C 


赂 2 二 3 一 98 


求证 :CD==BE. 图 2-3-99 
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图 2-3=-104 


分 析 : 在 本 题 的 条 件 中 , 出现 了 两 个 以 A 为 公共 
顶点 的 等 边 三 角形 ABD 和 等 边 三 角形 ACE( 图 2- 
一 100) ,从 而 必定 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 

根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 AD、 
AB 和 AC、AE 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 
这 一 对 全 等 三 角形 是 AADC 和 八 ABE (图 2-3- 
101). 

全 等 的 条 件 是 :AD=AB,AC=A, 它 们 的 夹 角 
了 DAC 和 人 BAE 都 等 于 旋转 角 60 加 上 公共 部 分 
了 了 BAC, 因此 CD 二 BE 就 可 以 证 明 . 

【 例 12〗】 已 知 :AABC 中 ,以 AB 为 边 在 人 ABC 
外 作 等 边 三 角形 ABD, 以 AC 为 边 在 八 ABC 外 作 等 
边 三 角形 ACE ,CD 、BE 相交 于 下 ,联结 AF.( 图 2-3 
-102) 

求证 :AF 平分 人 DFE. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 ,出 现 了 两 个 以 A 为 公共 项 
点 的 等 边 三 角形 ABD 和 等 边 三 角形 ACE( 图 2-3- 
103) ,从 而 必定 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 

根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 AD、 
AB 和 AC、AE 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 
这 对 全 等 三 角形 是 AADC 和 AABE( 图 2-3-104)， 
全 等 的 条 件 是 AD = AB, AC = AE, 它 们 的 夹 角 
人 DAC 和 人 BAE 都 等 于 旋转 角 60 加 上 公共 部 
分 二 BAC. 

(1) 在 证 明了 AADC 和 AABFE 是 一 对 旋转 型 
全 等 三 角形 以 后 ,由 于 在 旋转 型 全 等 三 角形 的 基本 图 
形 中 ,必定 同时 出 现 两 个 圆 内 接 四 边 形 ,因此 就 可 由 
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八 ADC 吕 人 入 ABE , 推 得 XADF 二 人 ABF ,从 而 可 进 
一 步 推 得 A、D、B.、F 四 点 共 圆 (图 2-3-105), 可 得 
AAFD=ABD=60", 又 由 了 .下 成 一 直线 ,可 证 
得 了 AFE 二 60° ,结论 得 以 证 明 . 

(2) 由 于 许多 学 校 在 进行 全 等 三 角形 的 教学 时 ， 
尚未 进行 圆周 角 和 圆 内 接 四 边 形 的 教学 ,有 关 圆 内 接 
四 边 形 的 基本 图 形 的 性 质 尚 不 能 用 ,因此 就 要 讨论 其 
他 的 可 能 1 

本 题 在 证 明了 AADPC 和 AABE 是 一 对 旋转 型 
全 等 三 角形 以 后 ,由 于 结论 中 出 现 的 AF 可 以 看 作 是 
AAADC 中 的 一 条 线段 ,因此 当 八 ADC 绕 点 A 旋转 
60" 到 达 八 ABE 的 位 置 时 ,AF 也 应 随 八 ADC 的 旋转 
而 绕 点 A 旋转 60" 到 达 AABE 中 的 对 应 位 置 ,如 果 点 
下 落 到 了 点 G 上, 则 必 有 BG 二 DF( 图 2-3-106). 

于 是 在 BE 上 截取 BG 二 DF, 并 联结 AG ,可 得 
AADF 和 AABG 也 是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 (图 2 
=3 -107), 全 等 的 条 件 是 ; AD = AB， ZADF = 
AABG 和 DF = BG, 可 得 人 AFD 二 人 AGB, AF 
=AG. 

而 这 是 两 条 有 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 , 可 得 
ZAFG 二 LAGB, 从 而 也 就 可 以 证 明 ZAFD 
=ZAFG. 

【 例 13】 已 知 :C 是 AB 上 的 一 点 ,以 AC 为 边 作 
等 边 三 角形 ACD ,以 BC 为 边 向 AD 所 在 的 一 侧 作 等 
边 三 角形 BCE ,AE .CD 相交 于 下 ,BD .CE 相交 于 G. 
(图 2 一 3 一 108) 
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D 


图 ,县 一 和 1 


图 2-3-108 
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求证 :CF 二 CG. 

分 析 :(1) 本 题 条 件 中 给 出 AAACD .ABCEFE 都 是 等 边 三 角形 , 且 它 们 具有 
公共 顶点 C( 图 2-3- 109) ,想到 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根 据 由 公共 
顶点 C 发 出 的 两 组 相等 线段 是 CA .CD 和 CE、CB 两 两 组 成 的 全 等 三 角形 的 方 
法 (图 2-3-110), 就 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AACE 和 八 DCB (图 2-3- 
111). 

全 等 的 条 件 是 CA 二 CD ,CE 二 CB ,它们 的 夹 角 都 等 于 旋转 角 60 加 上 公共 
部 分 ACE (也 是 60") , 即 都 等 于 120". 在 证 明了 AACE 和 ADCB 全 等 以 后 ， 
就 可 得 人 EAC== 人 BDC. 

由 于 本 题 要 证 的 结论 是 CF 二 CG ,这 也 是 两 条 具有 公共 端点 相等 线段 , 因 
此 可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-3-112), 又 因为 A、C、B 成 一 直线 ,从 而 又 可 
得 DCE 二 60", 所 以 人 CFG 是 一 个 等 边 三 角形 (这 个 等 边 三 角形 尚未 出 现 ,但 
在 分 析 中 可 以 想到 ) ,而 这 个 等 边 三 角形 与 等 边 三 角形 ACD 、 等 边 三 角形 BCE 
都 有 一 个 公共 顶点 C, 从 而 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 若 由 公共 顶点 C 发 出 
的 两 组 相等 线段 选取 CA .CD 和 CF、CG( 图 2-3-113), 则 这 对 全 等 三 角形 就 
是 AACF 和 APDCG( 图 2-3-114). 


图 2-3-109 图 2-3=110 围 2=3= 1 


国 2-8-113 图 人 2=3= 所 


第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


在 讨论 全 等 条 件 时 ,CF 和 CG 相等 是 结论 ,不 能 
用 ,这 样 就 可 以 取 AC=DC, 了 ACF 二 人 DCG==60"， 
得 到 了 CAF 二 了 CDG ,结论 得 以 证 明 . 

若 由 公共 顶点 C 发 出 的 两 组 相等 线段 选取 CE、 
CB 和 CF、CG, 则 全 等 三 角形 就 是 八 ECF 和 和 ABCG 
(图 2-3-115) ,也 可 用 类 似 的 方法 完成 分 析 . 

(2) 本 题 要 证 明 CF 王 CG, 而 由 条 件 人 AAACD 和 
ABCE 都 是 等 边 三 角形 , 可 得 人 ACD = 人 ABE 
= 

由 于 这 两 个 角 是 CD 、BE 被 AB 所 截 得 到 的 一 组 
同位 角 ( 图 2-3-116), 因 此 可 应 用 与 同位 角 有 关 的 
平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 可 得 CD/ BE. 

这 样 结论 中 出 现 的 线段 CF 就 成 为 人 ABE 内 一 
条 边 BE 的 平行 线段 ,于 是 可 以 应 用 由 三 角形 内 一 条 
边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 CF/ BE, 可 得 人 ACFw 人 ABE (图 2-3- 


E 
CF oA. AG BE- ACu BE 了 全 
ha A Ty A 
BE=BC, 所 以 CFP=7E TBE 区 - B 
a CG 图 2-3-118 
同 理 可 得 人 BCG 人 BAD (图 2- 3- 118) ,AD 
五 


本 Co > 
一 个 ,也 可 证 得 CG 一 AC 二 BC ,从 而 可 以 完成 分 析 ，。 


【 例 14]】 已 知 : 八 ABC 中 ,以 AB 为 边 向 AABC > 
外 作 正 方形 ABDE ,以 AC 为 边 向 八 ABC 外 作 正 方 这 N 


形 ACFGC ,联结 BG .CE.( 图 2-3=119) 
求证 :BG 二 CE. 
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分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 两 个 以 A 为 公共 顶点 的 
正方 形 ABDE 和 ACFG( 图 2-3-120), 从 而 就 可 出 
现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 

根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 AE、 
AB 和 AC、AG 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 以 找 
到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AACE 和 AAGB (图 2-3- 
1 

全 等 的 条 件 是 AE = 二 AB,AC==AG 和 它们 的 夹 
角 人 EAC 和 人 BAG 都 等 于 旋转 角 90 加 上 公共 部 分 
BAC ,在 证 明了 AACE 和 AAGB 全 等 以 后 ,就 可 
得 CE 二 BG ,分 析 得 以 完成 . 

【 例 15】 已 知 :AABC 中 ,以 AB 为 边 向 AABC 
外 作 正 方形 ABDE ,以 AC 为 边 向 AABC 外 作 正 方 
形 ACFG ,以 AE、AG 为 邻 边 作 平行 四 边 形 AGHE， 
-一 \ 人 AD、BE 相交 于 1, 联 结 HI、CI.( 图 2-3-122) 

Dp 求证 :HT 一 CT. 

B 分 析 : 本 题 要 证 明 HI、CI 这 两 条 线段 相等 ,条 件 
图 23=122 给 出 正方 形 ABDE 的 对 角 线 AD 、BE 相交 于 了 ,可 得 
EI 二 AT, 这 样 就 出 现 了 由 点 工 发 出 的 两 组 相等 线段 ， 
于 是 可 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 来 证 明 . 且 这 两 组 相等 
线段 应 两 两 交 成 等 角 , 由 于 ET AT ,因此 HI 也 应 与 
CI 垂直 ,那么 HI 和 CT 可 以 组 成 一 个 等 腰 直 角 三 角 
形 ,也 就 是 半 个 正方 形 . 

而 AD、BE 将 正方 形 ABDE 分 成 四 个 等 腰 直 角 
三 角形 , 即 半 个 正方 形 ,它们 有 一 个 公共 顶点 1, 且 I 
也 是 HI、CI 组 成 的 等 腰 直 角 三 角形 的 直角 顶点 ,于 
是 可 以 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 .由 于 正方 形 
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ABDE 被 分 成 四 个 等 腰 直 角 三 角形 ,所 以 选择 哪 一 个 
等 腰 直 角 三 角形 来 进行 分 析 , 就 有 四 种 可 能 情况 . 

(1) 如 选取 等 腰 直 角 三 角形 IEA ,那么 等 腰 直角 
三 角形 IEA 和 要 证 明 的 等 腰 直 角 三 角形 IHC 就 是 ， 
两 个 具有 公共 顶点 工 的 半 个 正方 形 ( 图 2-3-123)， 
可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 .根据 由 公共 顶点 发 
出 的 两 组 相等 线段 E、IA 和 TH IC 两 两 组 成 全 等 
三 角形 的 方法 (图 2-3-124), 可 以 找到 这 对 全 等 三 
角形 应 是 八 IEH 和 AIAC( 图 2-3-125). 而 ZN 

由 于 人 LHC 是 等 腰 直 角 三 角形 是 要 证 明 的 结 ”| 
论 ,不 能 用 ,因此 就 要 先 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 .在 了 < 一 
人 IEH 和 人 IAC 中 ,已 经 有 的 条 件 是 正 =JA, 由 四 NA NN 一 
边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 ,应 用 平行 四 边 形 的 性 质 ， 
可 得 E 玉 二 AG ,而 由 四 边 形 ACFG 是 正方 形 , 又 可 得 
AG==AC, 所 以 EH=AC. 

证 明 这 两 个 三 角形 全 等 的 第 三 个 条 件 ,就 应 是 它 。 六 
们 的 夹 角 相等 , 即 IEH 和 人 IAC 相等 .因为 AD、 DSS- 


BE 是 正方 形 ABDE 的 对 角 线 ,所 以 人 IEA = 人 IAB ; ee a 
B 

二 45°", 于 是 问题 就 转化 为 证 AEH = 二 人 BAC. 由 四 边 A 

形 AGHE 是 平行 四 边 形 , 得 人 AEH 二 人 EAG = 

180 ,而 之 BACT /EAG=30 = ZBAE— ZCAG 沁 

二 360° 一 90" 一 90" 二 180°, 从 而 可 得 XAEH 二 / SG 
DE=+ ii 

BAC. 在 证 明了 AIEHSAIAC 以 后 ,可 得 HI= 了 人 

CT ,分 析 得 以 完成 . Ne 了 


(2) 如 考虑 选取 等 腰 直 角 三 角形 IAB ,那么 等 腰 
直角 三 角形 IAB 和 要 证 明 的 等 腰 直 角 三 角形 IHC 
就 是 两 个 具有 公共 顶点 工 的 半 个 正方 形 (图 2-3- 
126) ,可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 .根据 由 公共 顶点 


图 名- 83= 126 
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I 发 出 的 两 组 相等 线段 IA、IB 和 IH、IC 两 两 组 成 全 
等 三 角形 的 方法 , 可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
人 入 IAH 和 AIBC. 

但 现在 图 形 中 八 IAH 尚未 出 现 , 于 是 应 先 联结 
AH( 图 2-3- 127). 由 于 人 IHC 是 等 腰 直 角 三 角形 
是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,因此 就 要 先 证 明 这 两 个 三 
角形 全 等 . 

在 八 IAH 和 人 和信 IBC 中 ,已 经 有 的 条 件 是 IA = 
1B ,由 四 边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 , 应 用 平行 四 边 形 
的 性 质 ,可 得 E 及 二 AG, 而 由 四 边 形 ACFG 是 正方 
形 , 又 可 得 AG 二 AC, 所 以 EH=AC. 

而 由 四 边 形 ABDE 是 正方 形 , 可 得 EA 一 AB. 又 
由 四 边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 , 可 得 人 AEH 十 
ZEAG = 180", 而 ZBAC 十 ZEAG = 360° 一 
BAE 一 CAG=360" 一 90" 一 90" 王 180", 从 而 可 得 
LAEH= /BAC. 

于 是 进一步 可 以 证 明 AEA 和 AABC 是 一 对 
绕 正 方形 ABDE 的 中 心 工 旋转 90" 的 全 等 三 角形 (图 
2-3-128), 可 得 AH 二 BC, 人 LEAH = 二 人 ABC. 这 样 
证 明和 人 TAH 和信 IBC 全 等 的 第 三 个 条 件 ,就 应 是 两 

组 相等 的 对 应 边 的 夹 角 相 等 , 即 人 IAH 二 人 IBC. 

因为 AD、BE 是 正方 形 ABDE 的 对 角 线 ,所 以 
人 IAE 二 人 IBA 二 45", 而 已 证 ZEAH = 二 人 ABC, 所 
以 ZIAE 十 EAH==/IBA 十 ABC,; 即 IAH = 
了 了 IBC, 从 而 可 证 明和 信 TAH 电信 1BC, 可 得 HI=C1， 
分 析 得 以 完成 . 


本 2=-3=128 
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(3) 如 考虑 选取 等 腰 直 角 三 角形 IBD ,那么 等 腰 
直角 三 角形 TBD 和 要 证 明 的 等 腰 直 角 三 角形 IHC 
就 是 两 个 具有 公共 顶点 工 的 半 个 正方 形 (图 2-3-DP 
129) ,就 可 组 成 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 . 

根据 由 公共 顶点 工 发 出 的 两 组 相等 线段 IB ID 
和 I 有 H、IC 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 以 找到 这 
对 全 等 三 角形 应 是 ATIHB 和 ATICD ,但 现在 图 形 中 
ATEB 和 ATCD 都 尚未 出 现 ,应 先 将 这 两 个 三 角形 
添 出 ,也 就 是 联结 HB 、CD. 

由 于 ATHC 是 等 腰 直 角 三 角形 是 要 证 明 的 结 
论 , 不 能 用 ,因此 就 要 先 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 .在 
人 A 信 IHB 和 ATICD 中 ,已 经 有 的 条 件 是 1B 二 ID, 由 四 
边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 ,可 得 E 甩 二 AG ,而 由 四 
边 形 ACFG 是 正方 形 , 又 可 得 AG 二 AC, 所 以 EH 
= 

由 四 边 形 ABDE 是 正方 形 ,可 得 EB 二 AD. 又 由 
四 边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 ,可 得 EH//AG, 而 AC 
上 | AG, 所 以 AC | EH, 又 因为 EB | AD, 可 得 
ZHEB=/CAD. 

于 是 进一步 可 以 证 明和 信 HEB 和 ACAD 是 一 对 
绕 正方 形 ABDE 的 中 心 工 旋转 90 的 全 等 三 角形 (图 
2-3-130), 可 得 HB 二 CD,AEBH 二 人 ADC. 这 样 
在 AIHB 和 AICD 中 ,就 有 18 二 ID, HB 二 CD 和 
了 LIBH 二 LIDC, 所 以 AAIHB 呈 和信 ICD, 可 得 HI= 
CT. 分 析 得 以 完成 . 

(4) 如 考虑 选取 等 腰 直 角 三 角形 IDE ,那么 等 腰 
直角 三 角形 IDE 和 要 证 明 的 等 腰 直 角 三 角形 IHC 
就 是 两 个 具有 公共 顶点 工 的 半 个 正方 形 ,可 组 成 一 对 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


旋转 型 全 等 三 角形 . 
根据 由 公共 顶点 工 发 出 的 两 组 相等 线段 ID、IE 
和 TH IC 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 以 找到 这 
对 全 等 三 角形 应 是 八 IDH 和 ATIEC( 图 2-3-131)， 
0 但 现在 图 形 中 和 八 IDH 和 和信 IEC 尚未 出 现 ,于 是 应 先 
联结 DH 、EC. 
图 2-3-131 由 于 和 人 IHC 是 等 腰 直 角 三 角形 是 要 证 明 的 结 
论 , 不 能 用 ,因此 就 要 先 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 . 
在 AID 瓦 和 ATIEC 中 ,已 经 有 的 条 件 是 ID = 
IE ,由 四 边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 ,可 得 EH 二 AG， 
而 由 四 边 形 ACFG 是 正方 形 ,又 可 得 AG 二 AC, 所 以 
EH=AC. 
因为 四 边 形 ABDE 是 正方 形 ,所 以 AE 二 ED. 由 
四 边 形 AGHE 是 平行 四 边 形 ,可 得 EH//AG, 而 AC 
AG, 所 以 AC | EH ,又 由 AE | ED, 可 得 LHED 
三 总 CA 瓦 
于 是 又 进一步 可 以 证 明和 俯 HED 和 和信 CAE 是 一 
对 绕 正 方形 ABDE 的 中 心 工 旋转 90 的 全 等 三 角形 
(图 2-3-132), 可 得 ED=CE ,一 ED 万 一 AEC. 
因为 AD、BE 是 正方 形 ABDE 的 对 角 线 ,所 以 
LIDE== /IEA 王 45", 而 已 证 LEDH 二 人 AEC, 所 
图 2-3-132 以 ZIDE— /EDH=/IEA 一 了 AEC, 可 得 人 IDH 
二 了 IEC, 从 而 可 证 明和 信 IDH 和 和 信 IEC, 可 得 HI= 
CT. 分 析 得 以 完成 . 
如 果 需 要 集中 进行 旋转 型 全 等 三 角形 的 教学 ,可 
以 在 《几何 王 ) 软 件 的 “智能 搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 
筛选 条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠标 悬 停 在 “全 等 三 角 
形 ”, 最 后 点 击 “ 旋 转型 全 等 三 角形 ”, 就 可 以 将 所 有 有 
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关 旋 转型 全 等 三 角形 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 
、 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90 型 


正方 形 ABCD 中 ,过 C 作 直 线 EF ,BG | EF, 重 
足 是 G,DH | EF, 重 足 是 H 坟 人 BCG== LCDH 二 
ABCGQACDH=>BG=CH,CG 二 DH (图 2-3- 
133) 

当 几 何 问题 中 ,出 现 了 过 正方 形 的 一 个 顶点 向 过 
它 的 相 邻 顶点 的 一 条 直线 所 作 的 垂 线 时 ,就 可 以 应 用 
或 添加 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90 的 全 等 三 角形 进行 证 
明 , 添 加 的 方法 是 过 它 的 对 角 顶 点 向 同一 条 直线 作 
垂 线 . 

【 例 16】 已 知 : 八 ABC 中 ,以 AB 为 边 向 人 ABC 
外 作 正 方形 ABDE ,以 AC 为 边 向 AABC 外 作 正 方 
形 ACFG,AH | BC, 垂 足 是 吾 , 延 长 HA 交 EG 于 
1.( 图 2-3-134) 

求证 :EI 二 GI. 

分 析 :(1) 本 题 条件 中 出 现 的 BH 上 LA, 是 过 正 
方形 ABDE 的 顶点 B 向 过 它 的 相 邻 顶点 A 的 一 条 直 
线 HI 所 作 的 垂 线 (图 2-3-135), 从 而 可 添加 绕 正 
方形 的 中 心 旋转 90 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

添加 的 方法 是 过 B 的 对 角 顶 点 正 向 同一 条 直 
线 HI 作 垂 线 ,于 是 过 EE 作 EJ | HI 交 HI 的 延长 
线 于 J( 图 2-3-136), 可 得 人 ABH 和 八 EAJ 是 一 
对 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 ,全 等 的 条 
件 有 AB==EA, 了 了 AHB== 人 EJA==90", 还 缺少 一 个 
条 件 . 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


图 2=3 一 139 


由 人 AHB==90", 可 得 ABH 十 人 BAH ==90", 
而 由 互 .A、J 成 一 直线 和 AEAB 二 90", 又 可 得 
LEAJ +/BAH=180"— /EAB=180°—90°=90°, 
所 以 LABH = ZEAJ,， 从 而 可 证 明 人 ABH 名 
从 EAJ ,也 就 可 证 明 AH 二 EJ. 

根据 同样 的 方法 ,对 于 正方 形 ACFG 中 出 现 的 
过 顶点 C 向 过 它 的 相 邻 顶点 A 的 一 条 直线 HI 所 
作 的 垂 线 , 也 可 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90 的 全 等 
三 角形 进行 证 明 , 于 是 过 C 的 对 角 顶 点 G 作 HI 的 
垂 线 , 即 过 G 作 GK | HI 交 HI 于 K( 图 2-3- 
137) ,可 以 证 明 人 ACH 综 人 GAK ,GK ==AH, 所 以 
GK=E]. 

现在 要 证 明 的 结论 是 EI 二 GI, 而 EG、AJ 在 I 
点 相交 ,那么 这 两 条 要 证 明 相 等 的 线段 ET .GT 位 于 
一 组 对 顶 角 LEIJ 和 LGIK 的 两 边 而 且 成 一 直线 
(图 2-3-138), 于 是 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 
进行 证 明 . 

根据 由 过 两 个 端点 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相 
交 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 以 找到 这 对 全 等 三 角形 
是 AEIJ 和 和 作 GIK (图 2-3-139), 全 等 的 条 件 是 EJ 
=OK, EIT= ,ZORI=90" .ZBI =XGIR, 所 以 
AETJSAGTIK ,也 就 有 EI 二 GI. 

(2) 本 题 在 添加 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90 的 全 等 
三 角形 进行 证 明 时 ,由 于 A 是 AABC 的 一 条 高 , 因 
此 当 信 ABH 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 时 ,AABC 也 
会 同时 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90 ,那么 AC 就 落 在 与 
AC 垂直 的 EJ 的 位 置 上 ,因为 GA | AC, 所 以 EJ// 
GA. 这 样 具体 的 作 图 方法 就 是 过 E 作 EJ /AG 交 
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HI 的 延长 线 于 本 (图 2-3-140), 于 是 就 可 找到 这 对 
全 等 三 角形 应 是 AABC 和 AEAJ( 图 2-3-141), 全 
等 的 条 件 有 AB = EA ,所 以 还 要 证 两 个 性 质 .由 
ZAHB = 二 90", 可 得 人 ABH 十 人 BAH == 90", 由 
ZEAB==90", H、A、J 成 一 直线 , 可 得 人 EAJ 十 
LBAH= 180" 一 /EAB = 180" 一 90" = 90”, 所 以 
LABH= /EAJ. 

又 因为 ZEAB = LGAC 二 90°, 所 以 人 EAG 十 
LBAC=360°— /EAB— /GAC= 360°— 90"— 90° 
二 180", 而 由 EJ // AG, 又 可 得 人 EAG 十 人 AE]J = 
180", 可 推 得 了 BAC = 人 AEJ, 所 以 人 ABC 宇 
信 EAJ ;可 得 AC==EJ. B 和 好 如 

而 已 知 四 边 形 ACFG 是 正方 形 ,AC 王 AG ,所 以 图 2-3-141 
EJ 二 AG ,因而 EJ 、AG 是 两 条 平行 且 相 等 的 线段 ,从 
而 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

根据 将 它们 的 四 个 端点 两 两 联结 得 到 中 心 对 称 
型 全 等 三 角形 的 方法 ,可 得 AAGI 和 AJET 是 全 等 PS 


三 角形 (图 2 - 3 - 142), 全 等 的 条 件 是 AG = EJ， 和 
AIG== 人 JIE, 人 AGI== 人 JEI ,分 析 得 以 完成 . 8B Re 

(3) 本 题 的 实质 是 添加 一 对 绕 正方 形 的 中 心 旋 图 2-3-142 
转 90" 的 全 等 三 角形 和 一 对 中 心 对称 型 全 等 三 角形 
来 进行 证 明 , 所 以 分 析 也 可 以 直接 从 添加 中 心 对 称 E 
型 全 等 三 角形 开始 ,添加 的 方法 是 过 EG 的 两 个 端 ze G 
点 作 平行 线 , 于 是 首先 选取 过 端点 的 线段 为 平行 方 
向 线段 . Ee 


如 选取 过 端点 G 的 线段 GF 为 平行 方向 线段 , 那 
么 应 过 男 一 个 端点 作 平行 线 , 也 就 是 过 五 作 下 J // 


图 2-3-143 
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< 


图 2-3-144 


元 “再 


图 2-3-146 


GF 交 HI 于 (图 2-3-144). 由 于 中 心 对 称 型 全 等 
三 角形 是 由 过 两 个 端点 的 一 组 平行 线 与 过 中 点 的 直 
线 相交 得 到 的 ,而 图 形 中 平行 线 中 的 GF 尚未 与 过 中 
点 的 直线 HI 相交 ,因此 应 先 将 它们 延长 到 相交 , 即 
延长 FG 交 HI 的 延长 线 于 开 ( 图 2-3-145). 于 是 可 
得 人 EJI 和 AGKT 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ， 
全 等 的 条 件 有 人 EIJ = 人 GIK ,人 JEI 二 人 KGI, 所 
以 还 要 证 明 一 组 边 对 应 相等 . 

因为 已 经 作出 的 是 EJ /GF ,而 已 知 GF | AG， 
所 以 EJ | AG. 

这 样 就 出 现 了 过 正方 形 ABDE 的 顶点 下 向 过 它 
的 相 邻 顶点 A 的 一 条 直线 AG 所 作 的 垂 线 ,可 添加 绕 
正方 形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 进行 证 明 . 由 于 
过 FE 的 对 角 顶 点 B 已 经 有 AJ 的 垂 线 BH, 因 此 
人 AEJ 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 后 ,AE 落 在 BA 上 ， 
AJ 落 在 HB 的 延长 线 上 ,EJ 落 在 GA 的 延长 线 
上 .于 是 延长 HB、GA 相交 于 工 , 可 得 AAEJ 和 
和 ABAL 是 一 对 绕 正 方形 的 中 心 旋转 90 的 全 等 三 角 
形 ( 图 2- 3 146), 全 等 的 条 件 是 AE==BA, 人 人 人 AE] 
二 BAL, 了 AJE= 二 了 BLA ,从 而 可 证 明 EJ =AL. 

由 于 出 现 了 与 EJ 有 关 的 性 质 ,因此 证 明和 信 EJI 
和 作 GKI 全 等 的 第 三 个 条 件 应 是 EJ 二 GK ,也 就 转 
化 为 证 AL 一 CG 

由 条 件 了 LAC = 人 KGA =90",LA | KG, 出 现 
的 还 是 过 正方 形 的 顶点 A 向 过 它 的 相 邻 顶点 G 的 直 
线 GK 所 作 的 垂 线 ,可 以 应 用 绕 正方 形 的 中 心 旋转 
90 的 全 等 三 角形 进行 证 明 ,于 是 可 找到 以 AL、GK 
为 直角 边 的 这 对 全 等 三 角形 应 是 ALCA 和 和 AKAC 
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(图 2-3- 147), 全 等 的 条 件 是 AC=CA ,LAC= 
KGA=90", 以 及 AALC=EJA=GKA, 所 以 
4L=GK 可 以 证 明 ,从 而 完成 分 析 . 

(4) 本 题 的 分 析 在 过 EE 作 EJ /GF 交 HI 于 J 
后 ,问题 转化 为 证 EJ 二 GK. 由 GK /EJ ,过 这 一 组 平 
行 线段 中 GK 两 端的 直线 可 以 相交 在 工 点 ,组 成 中 心 
对 称 型 全 等 三 角形 ,也 可 以 相交 在 A 点 ,组 成 平行 线 
型 相似 三 角形 .于 是 延长 GA 交 EJ 于 工 (图 2-3- 


148) ,可 得 人 KAG 和 AJAL 相似 ,所 及 全 2 


现在 要 证 明 EJ 二 GK ,就 要 证 明 EJ 也 满足 上 
述 比例 关系 ,也 就 是 要 证 千 一 疗 . 对 这 一 要 证 明 的 
比例 关系 进行 描 图 ,可 以 发 现 JE 和 JL 这 一 组 相 比 
线段 现在 重奏 在 一 直线 上 ,可 添加 平行 线 型 的 相似 
三 角形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 
平行 线 . 

如 取 过 内 分 点 工 的 线段 LA 为 平行 方向 线段 , 那 
么 应 过 端点 已 作 平 行 线 . 于 是 过 巨 作 EM /LA 交 
JK 于 M( 图 2-3-149), 就 可 得 人 AJLA 和 AJEM 相 


似 ,了 一 所 以 问题 转化 为 证 明 AG 二 EM. 而 由 


和 AABC 和 AFEAM 是 一 对 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90" 的 
全 等 三 角形 ,分 析 得 以 完成 . 

(5) 若 平行 方向 线段 取 在 过 中 点 工 的 线段 IA 
(图 2-3-150), 则 过 两 个 端点 已.G 所 作 的 TA 的 平 
行 线 与 IA 不 会 相交 ,这 时 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 就 
不 再 出 现 ,问题 转化 为 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 应 
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透明 的 几何 
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B HC 


图 23=3 一 152 


用 问题 ,也 就 是 过 E( 或 G) 作 EJ WIA 交 GA 的 延长 
线 于 (图 2-3-151), 问 题 转化 为 证 明 CA 一 AJ. 

由 四 边 形 ACFG 是 正方 形 ,GA 二 AC ,问题 又 转 
化 为 证 AJ = 二 AC. 这 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 相等 线 
段 , 且 它们 互相 垂直 ,所 以 它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 直 
角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 形 . 

由 于 条 件 中 给 出 四 边 形 ABDE 是 正方 形 ,这 样 
就 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 A 的 正方 形 (图 2-3- 
152) ,因此 可 应 用 旋转 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 就 是 
AE、AB 和 AJ、AC 两 两 组 成 的 全 等 三 角形 的 方法 ， 
可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AAEJ 和 八 ABC( 图 2- 

3-153) ,全 等 的 条 件 已 经 有 AE 二 AB ,所 以 还 缺少 两 
个 条 件 . 

由 条 件 ZEAB = 一 EAJ 十 二 BA 三 = 90 ,得 
ZEAJ = 90" 一 XBAJ; 因为 JAC = 二 BAC 十 
BAJ=90", 所 以 BAC=90" 一 BAJ ,从 而 可 得 
ZEA]= .2BAC. 

因为 及 .A I 成 一 直线 ,所 以 人 EAI 十 人 BAH = 
180"— ZEAB = 二 180" 一 90" 二 90", 又 由 AH .| BC,，, 
AHB 一 90", 可 得 人 ABH 十 人 BAH = 90", 所 以 
ZEAI=/ABH. 

而 由 EJ / IA, 可 得 人 LAEJ 二 人 LEAT, 所 以 
人 AEJ 二 ABC ,从 而 可 得 人 AEJ 皇 八 ABC, 所 以 分 
析 得 以 完成 . 

(6) 若 平行 方向 线段 取 过 中 点 工 的 线段 IA , 则 
过 两 个 端点 正 、G 所 作 的 IA 的 平行 线 与 IA 就 不 会 
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相交 ,中 心 对 称 型 全 等 三 角形 不 再 出 现 , 这 时 这 一 组 
平行 线 与 过 A 的 任何 一 条 直线 相交 ,都 会 出 现 梯形 的 
中 位 线 , 于 是 可 选取 其 中 一 条 特殊 的 方向 ,也 就 是 与 
HI 垂直 的 方向 的 直线 与 这 一 组 平行 线 相交 , 即 过 瑟 、 
G 作 EJ] AGKAIA3 过 A 作 JK 上 HI 疮 别 交 EJ、 
GK 于 J\K( 图 2-3-154), 可 得 人 EJA== 人 IAK = 
ZCGKA=90". 

这 样 要 证 EI 二 GI ,就 转化 为 证 JA 二 KA. 

由 四 边 形 ACFG 是 正方 形 , 得 GA | AC,GA = 
AC, 所 以 LGAC 和 LKAH 是 两 个 以 A 为 公共 顶点 
的 直角 , 于 是 得 人 GAK 二 人 CAH ,而 由 人 AKG = 
AHC=90", 所 以 AAKG 和 AAHC 是 一 对 旋转 型 
全 等 三 角形 (图 2-3-155), 从 而 可 得 AK 二 AH. 

根据 同样 的 道理 ,又 可 以 证 明 AAJE 和 八 AHB 
是 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 (图 2-3-156),AJ 二 AH ,， 
所 以 JA 二 KA ,可 以 完成 分 析 . 

(7) 本 题 条 件 中 给 出 了 四 边 形 ABDE 是 正方 
形 , 且 AH | BC,AH 是 过 正方 形 ABDE 的 顶点 A 
向 过 它 的 相 邻 顶点 B 的 直线 BC 所 作 的 垂 线 ,可 添加 
绕 正 方形 的 中 心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 进行 证 明 , 这 
时 绕 正方 形 的 中 心 旋转 90 的 三 角形 , 既 可 以 选取 
AA4ABC 和 AAEG ,也 可 以 选取 AAET 或 和 AAGT. 

若 选 取 将 八 AEIT 绕 正方 形 ABDE 的 中 心 旋转 
90 , 则 和信 AET 在 绕 正方 形 ABDE 的 中 心 旋转 90 后 ， 
由 于 EA | AB, 因 此 EA 就 落 在 AB 上 ,又 由 TI 五 上 
BC ,IA 就 落 在 BH 上, 这样 ET 也 就 落 在 过 A 且 与 
ET 垂直 的 位 置 上 ,而 ET 绕 正方 形 ABDE 的 中 心 旋 
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B He 


图 包 =38= 156 


透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


站 “2 F 
B KHC 


图 2 一 3 一 157 


图 2 一 3158 


转 90" 后 落下 来 的 位 置 图 形 中 尚未 出 现 , 于 是 应 先 将 
它 添 出 , 即 过 妇 作 JK1LEG; 交 EG 于 J , 交 BC 于 天 
(图 2-3-157). 

于 是 由 EA 二 AB, ABK = 二 /EAI, /BAK = 
了 AET, 可 得 人 ABK 和 AEAT 是 一 对 绕 正 方形 的 中 
心 旋转 90" 的 全 等 三 角形 ,所 以 AK 二 EI. 

根据 同样 的 道理 ,可 以 证 明 AACKE 和 和 作 GAT 也 
是 一 对 绕 正 方形 的 中 心 旋 转 90 的 全 等 三 角形 (图 2- 
3 一 158) ,所 以 AK 二 GI, 从 而 可 以 证 明 有 ET 一 GT. 

如 果 需 要 集中 进行 这 种 添 线 方 法 的 教学 ,可 以 在 
《几何 王 ;软件 的 “智能 搜索 ?功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 
条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠 标 依次 悬 停 在 “全 等 三 角形 ” 
一 “旋转 型 全 等 三 角形 ”, 最 后 点 击 “ 全 等 三 角形 三 
(6)” 图 标 ,就 可 以 将 所 有 应 用 这 种 添 线 方 法 的 习题 全 
部 搜索 出 来 . 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


第 四 节 相似 三 角形 


一 、 平 行 线 型 


(一 ) 三 角形 内 的 平行 线 型 


人 ABC 中 ,D 是 AB 上 的 一 点 ,EF 是 AC 上 的 一 A 
AD DE AE DLA 
EDE/ BC=AADE mAABC, TE = Fe — Ac a 9 
4 \ 
( 硬 信 =4 一 坟 pp \ 
上 述 比 例 关系 可 以 分 别 写成 三 个 比例 式 , 对 这 三 i 和 


个 比例 式 进行 描 图 ,可 以 发 现 至 少 有 一 组 相 比 线段 是 
重合 在 一 直线 上 , 相 比 两 线段 重 闪 在 一 直线 上 是 平行 
线 型 相似 三 角形 最 重要 的 位 置 特 征 . 
平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 一 种 情况 是 出 现 了 三 角形 内 一 条 边 的 平行 
线段 ,这 时 可 直接 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 如果 
这 条 平行 线段 还 没有 和 三 角形 的 边 相 交 , 那 么 就 延长 到 相交 . 
平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 二 种 情况 是 出 现 了 相 比 两 线段 重生 在 一 直 
线 上 ,这 时 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 
点 作 平 行 线 . 
平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 三 种 情况 是 出 现 了 两 组 相 比 两 线段 都 重生 
一 直线 上 , 且 两 两 联结 四 个 端点 的 线段 的 延长 线 相交 于 公共 的 端点 ,这 时 可 
添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 将 端点 和 端点 、 内 分 点 和 内 
分 点 分 别 联结 ,这 两 条 连 线 一 定 平行 ,并 组 成 平行 线 型 相似 三 角形 . 
平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 四 种 情况 是 出 现 了 相 比 两 线段 是 平行 线段 ， 


图 2-4-1 
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一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


_D 这 时 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 广 
2 法 是 将 两 条 平行 线段 的 四 个 端点 两 两 联结 ,并 延长 到 

2 相交 ,组 成 平行 线 型 相似 三 角形 . 
2 【 例 1]】 已 知 : 八 ABC 中 ,延长 BA 到 万, 延长 BC 


BA _AC 


结 一 一 一 一 一 《 提交 
到 五 ,联结 DE ,BD FACDE 的 延长 线 相 交 于 


图 2-4-2 图/ 了 2 二 4=2) 
D 求证 :FC 二 FE. 


分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 的 B= 是 线段 之 问 


的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 的 位 
3 1 置 关系 . 
F 经 过 描 图 可 以 发 现 , BA 和 BD 这 两 条 相 比 线段 
现在 重 和 在 一 直线 上 (图 2-4-3), 可 应 用 或 添加 平 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 过 端点 和 
内 分 点 作 平 行 线 ,于 是 首先 选择 过 端点 或 内 分 点 的 线 
段 为 平行 方向 线段 .现在 重 和 至 的 相 比 线段 的 两 个 端点 
是 B.D, 内 分 点 是 A ,图 形 中 过 B、D、A 的 线段 分 别 
是 BC、AC、DE, 所 以 选取 平行 方向 线段 就 出 现 了 三 
种 情况 . 
(1) 若 选取 BC 为 平行 方向 线段 (图 2-4-4)， 
则 既 平 行 线 可 过 内 分 点 A 作 , 也 可 以 过 另 一 个 端点 
D 作 . 
@ 若 首先 选取 过 内 分 点 A 作 平 行 线 , 则 过 A 作 


BA EG 
双关 1 td 
AGNHBC 交 DE 于 G( 图 2-4 5), 可 得 BD 巨 站 ,而 


BA_AC PM 
已 知 55 一 DE'* 从 而 可 推 得 AC=GE. 


而 在 作出 AG /BC 后 ,又 出 现 了 CE 是 人 FAG 
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内 一 条 边 AG 的 平行 线段 (图 2-4-6), 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 
到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,从 而 可 得 = 二 ,所 
以 FC 二 FE 就 得 以 证 明 . 

@ 若 选 取 过 另 一 个 端点 D 作 平 行 线 , 则 要 作 到 与 过 内 分 点 A 的 直线 相 
交 , 这 时 就 构成 由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 . 

于 是 过 DD 作 DG/WCB 交 CA 的 延长 线 于 G( 图 2-4-7), 可 得 AABCcp 
BA CA BA AC 
BD CG Te 和 ED—DE 

而 在 作出 DG/CB 后 ,出 现 了 CE 是 AFGD 内 一 条 边 GD 的 平行 线段 (图 
2-4-8), 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 


基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 从 而 又 可 得 FE = ,FC 二 FE 就 得 以 证 明 . 
(2) 车 选取 过 内 分 点 A 的 线段 AC 为 平行 方向 线段 (图 2 -4 - 9), 则 可 以 
过 端点 D 作 平行 线 ,也 就 是 过 万 作 DG//AC 交 BE 的 延长 线 于 G( 图 2- 4- 10). 


人 ADG, ,可 推 得 DE 二 GC. 
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二 


图 2 一 4 一 14 


可 得 AABC 和 人 DBG 相似 ,所 以 二 人 ES, 而 已 知 


BA_AC a 
BD ~DE ,从 而 可 推 得 DE 二 DG. 


而 在 作出 DCVWAC 后 ,又 出 现 了 DG 是 AFCE 
外 一 条 边 CF 的 平行 线段 ,可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 
的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 
的 性 质 进 行 证 明 ,可 得 人 AFCEcpADGE. 由 于 DE 二 
DG ,所 以 FC 二 FE 就 得 以 证 明 . 

(3) 若 选取 过 端点 D 的 线段 DE 为 平行 方向 线 
段 ( 图 2-4-11), 则 可 以 过 内 分 点 A 作 平 行 线 . 即 过 
A 作 4AGVDE 交 BC 于 G( 图 2-4-12), 可 得 
AABG 和 ADBE 是 一 对 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 


SE BA AG 
线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ， ,所 以 55 一 DE' 而 已 


BA AC s i 
知 55 二 DE' 从 而 可 推 得 AC 二 AG. 


而 在 作出 AG/DE 后 ,出 现 了 AG 是 AFCE 外 
一 条 边 EF 的 平行 线段 ,可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 
的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 
的 性 质 进 行 证 明 , 从 而 又 可 得 AFCEc2AACG( 图 2 
-4-13), 又 因为 AC=AG, 所 以 FC=FE 就 得 以 
证 明 . 

【 例 2】 已 知 : 八 ABC 中 ,AD 是 人 BAC 的 平分 
线 .( 图 2-4-14) 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 二 人 ,是 线段 之 间 
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的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 


A 
的 位 置 关系 . si 
经 过 描 图 可 以 发 现 , BD 和 CD 这 两 条 相 比 线段 
B 
D 


现在 重 麦 在 一 直线 上 (图 2-4-15), 可 应 用 或 添加 平 

行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 图 2-4-15 
添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平 行 线 , 于 是 选 

取 过 端点 或 内 分 点 的 线段 为 平行 方向 线段 . A 
现在 重 释 的 相 比 线段 的 两 个 端点 是 也.C ,内 分 点 | \ 

是 DD, 图 形 中 过 B、C、D 的 线段 分 别 是 BA、CA 、DA， 

所 以 选取 平行 方向 线段 就 出 现 了 三 种 情况 . 了 者 
(1) 若 取 BA 为 平行 方向 线段 (图 2-4-16), 则 平 图 2-4-16 

行 线 既 可 过 内 分 点 D 作 , 也 可 以 过 另 一 个 端点 C 作 . 
@ 若 首 先 选 取 过 内 分 点 D 作 平 行 线 , 则 过 DD 作 

DE//BA 交 AC 于 E( 图 2-4-17), 可 得 人 CDE 和 

人 ACBA 是 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 


BD AE B D C 


线 型 相似 三 角形 ,所 以 太一 GE 


由 于 条 件 中 还 给 出 AD 是 角 平 分 线 , 而 DEV 
BA ,就 出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,因此 必 
定 可 以 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ( 图 2-4- 
18). 由 于 DE 是 角 的 一 边 BA 的 平行 线 ,因此 它 应 该 
和 和 角 的 男 一 边 以 及 角 平分 线 相交 构成 等 腰 三 角形 ,于 
是 由 一 BAD = 人 CAD, LBAD = 人 EDA, 可 得 
LCAD=LEDA ,所 以 EA=ED. 


WE BD BD 
= 人 一 关 ,而 要 证 明 的 结论 是 一 


CD 
ED AB 
I se 
问题 转化 为 证 一 人 


这 是 一 个 新 的 比例 关系 式 , 应 先进 行 描 图 , 搞 清 


[ss 


所 以 E 
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楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关系 .经 过 描 图 可 以 发 现 ,EC 
和 AC 这 两 条 相 比 线段 现在 重 从 在 一 直线 上 ,可 应 用 
平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 由 于 已 经 作出 DEV 


2 3 sna AB 
ADB , 且 已 经 证 明 ACDFEc2ACBA， 就 可 得 GC 一 AC， 
RR 


@ 若 取 BA 为 平行 方向 线段 后 ,选取 过 端点 C 
作 平 行 线 , 则 过 C 作 CE /AB 交 AD 的 延长 线 于 五 
(图 2-4-19), 可 得 ACDE 和 八 BDA 是 由 三 角形 外 
一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 
BD _AB 


CD BE 

由 于 条 件 中 还 给 出 AD 是 角 平 分 线 , 而 CE// AB， 
出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关 系 ,因此 必定 可 以 
构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ( 图 2-4-20). 由 于 
CE 是 角 的 一 边 BA 的 平行 线 , 因 此 它 应 该 和 角 的 另 
一 边 以 及 角 平 分 线 相 交 构 成 等 腰 三 角形 ,于 是 由 
ZBAD=ZCAD, ABAD = CEA ,可 得 人 CAE = 


CEA ,所 以 AC 一 EC, 从 而 可 证 明 有 一 人 人 

(2) 若 取 DA 为 平行 方向 线段 (图 2-4-21), 则 
可 过 端点 C 或 B 作 平行 线 , 于 是 过 C 作 CEVDA 交 
gi BA 的 延长 线 于 E( 图 2-4-22), 则 人 BAD 和 人 ABEC 
是 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 
BD_BA 
CD EA: 

由 于 条 件 中 还 给 出 AD 是 角 平 分 线 , 而 CE V 
DA ,出 现 了 角 平 分 线 和 平行 线 的 组 合 关系 ,因此 必定 


三 角形 ,所 以 
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可 以 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 基本 图 形 ( 图 2-4-23). E 

由 于 CE 是 角 平 分 线 的 平行 线 , 因 此 它 应 该 和 角 的 一 2 

边 以 及 另 一 边 的 反 向 延长 线 相 交 构 成 等 腰 三 角形 . 
于 是 由 LBAD = CAD, /BAD = 一 AEC， | 


ZCAD= /ACE, 可 得 ACE= /AEC,AE=AC,? 也 G 
图 2=4=23 
从 而 可 证 明志 一 人 
【你 3】 已 知 : 人 ABC 中 ,D 是 AB 上 的 一 点 , 延 A 
长 BC 到 万 ,使 AD= 二 CE ,联结 DE,DE、AC 相交 于 
民国 区 一直 24) 2 
EF AB B CE 
图 2-4-24 
分 析 , 本 题 要 证 明 的 结论 一 全 2 是 线段 之 间 的 
比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 。 ”人 
位 置 关系 . 人 了 
经 过 描 图 可 以 发 现 EF 和 DF 这 两 条 相 比 线段 现 / VAN 
/ * 
在 重 伏 在 一 直线 上 (图 2 -4 - 25) ,可 应 用 或 添加 平行 二 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 加 的 方法 是 过 端点 和 内 图 2-4-25 
分 点 作 平 行 线 . 


于 是 首先 要 选择 过 端点 或 内 分 点 的 线段 为 平行 
方向 线段 .现在 重 释 的 相 比 线段 的 两 个 端点 是 D、E， 
内 分 点 是 下 ,图 形 中 过 D 、E、F 的 线段 分 别 是 DA (或 
DB)、EC( 或 EB)、FC( 或 RA), 所 以 选取 平行 方向 线 
段 就 出 现 了 三 种 情况 .由 于 AD、EC 是 与 条 件 有 关 的 
性 质 , 所 以 可 先行 讨论 . 

(1) 若 取 AD 为 平行 方向 线段 (图 2-4- 26), 则 
平行 线 既 可 以 过 另 一 个 端点 巨 作 , 也 可 以 过 内 分 点 
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图 2 一 和 = 27 


图 2 一 4=28 


图 2 一 4 一 29 


RAE 

若 首先 选取 过 另 一 个 端点 作 平行 线 , 则 过 下 
作 EG/AD 交 AC 的 延长 线 于 G( 图 2-4-27), 可 得 
人 AFD 和 A 人 GFE 是 由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线段 


得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ,可 得 一 .又 因为 


EF ‘GE 
条 A se 斤 二 一 
条 件 给 出 AD CE ;sh 以 万 去 CE 


现在 要 证 的 结论 是 一 全 2 ,于 是 问题 转化 为 证 


GE AB 


EC BC 

这 是 一 组 新 的 线段 之 间 的 比例 关系 ,首先 应 进 
行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 .经 过 措 图 
可 以 发 现 ,EC 和 BC 这 两 条 相 比 线段 现在 重 僚 在 一 
直线 上 ,可 应 用 或 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 . 

由 于 过 两 个 端点 B、E 的 平行 线段 BA 、EG 的 四 
个 端点 两 两 的 连 线 在 内 分 点 C 相交 ,因此 人 ABC 和 
AGEC 是 由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平生 
线 型 相似 三 角形 (图 2 - 4 - 28), 从 而 可 以 证 明 S 
48 

BC 

(2) 若 选取 过 端点 的 线 眉 EC 为 平行 方向 线 
要 , 则 可 过 另 一 个 兹 点 D 作 平行 线 , 即 过 万 作 DGV/ 
CE 交 AC 于 G( 图 2-4=29) 那么 ADGF 和 人 ECR 
是 由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 


Be nn 
三 角形 ,所 以 一 EG- 而 已 知 AD 一 CE, 所 以 有 
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_AD 
DG 
AB i s 
而 要 证 明 的 结论 是 5 二 全, 所 以 问题 转化 为 证 
AD_AB 
DG BC: 


这 是 一 个 新 的 比例 关系 式 , 应 先进 行 描 图 , 搞 清 
楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 .经 过 描 图 可 以 发 现 ， 
AD、AB 这 两 条 相 比 线段 现在 重 欠 在 一 直线 上 ,可 应 
用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ( 图 2-4-30). 

由 于 DCVW BC ,可 得 AADG 和 和 AABC 是 由 三 角 
形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ， 


AD_AB a A 
因此 PG 一 Be ;从 而 可 以 证 明 一 Bc 


(3) @ 知 选取 过 内 分 点 下 的 线段 FC 为 平行 方 

向 线段 (图 2-4- 31), 则 可 过 端点 D 作 平 行 线 , 即 过 

DD 作 DG/FC 交 BC 于 G( 图 2-4-32), 可 得 人 EFC 

和 八 EDG 是 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平 
EF EC 


ee 本 而 
EF AB 


而 要 证 明 的 结论 是 所 一 全, 所 以 问题 转化 为 证 


信人 ,这 是 一 个 新 的 比例 关系 式 ,应 先进 行 描 图 ， 


搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 
经 过 描 图 可 以 发 现 ,AD、AB 和 CG、CB 这 两 组 
相 比 线段 重 欠 在 一 直线 上 ,可 应 用 平行 线 型 相似 三 角 


Sp Ye Ws. y AD B 
形 进行 证 明 ( 图 2-4-33). 因 此 DGVAC ,所 以 Fe 一 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


图 2=4=33 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


EF AB 
DF BC 


@ 若 选取 过 内 分 点 下 的 线段 FC 为 平行 方向 线 
段 (图 2-4-34), 则 可 过 端点 五 作 平 行 线 , 即 将 FA 
取 作 平行 方向 线段 ,也 就 是 过 EE 作 EG/FA 交 


的 延长 线 于 G( 图 2-4- 35)， 可 得 = 人 ,而 已 知 


人 ,从 而 可 以 证 明志 


FE_AG 
AD=CE, 所 以 FDCE: 


又 因为 要 证 明 的 结论 是 下 一 全 ,所 以 问题 转化 


为 证 SE = 人 .这 是 一 个 新 的 比例 关系 式 ,应 先进 行 


描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关 系 .经 过 描 图 可 以 
发 现 ,AG、AB 和 CE、BC 这 两 组 相 比 线段 现在 都 重 
著 在 一 直线 上 ,可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 


AG AB 
因为 EGVWCA( 图 2-4-36)， ' 所 以 cE 二 BC :从 
EF AB 
而 可 以 证 明王 BE: 


(二 ) 三 角形 外 的 平行 线 型 
人 和 人 ABC 中 ,D 是 BA 的 延长 线 上 一 点 "下 是 CA 


的 延长 线 上 一 点 ,DE VBC=AADEwA4BC,4 


DE AE 
Be 一 AC( 图 2- 4=37》 


由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相 
似 三 角形 应 用 的 第 一 种 情况 ,出 现 了 三 角形 外 一 条 边 


图 .2 一 4= 37 


的 平行 线段 ,可 直接 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 
图 形 的 性 质 进行 证 明 .如 果 这 条 平行 线段 还 没有 和 三 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


角形 边 的 延长 线 相交 , 那 就 延长 到 相交 . 

由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 二 种 情 
况 ,出 现 了 相 比 两 线段 重 芭 在 一 直线 上 ,这 时 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 ,添加 的 方法 是 过 端点 和 端点 作 平 行 线 . 

由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 三 种 情 
况 , 出 现 了 两 组 相 比 两 线段 都 重 释 在 一 直线 上 , 且 两 两 联结 四 个 端点 的 线段 在 
内 分 点 相交 ,这 时 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 将 两 组 端 
点 分 别 联结 ,那么 这 两 条 连 线 一 定 平行 ,并 组 成 平行 线 型 相似 三 角形 . 

由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 应 用 的 第 四 种 
情况 ,出现 了 相 比 两 线段 是 平行 线段 ,这 时 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进 
pat hatin omnes nsdn wpa 
三 角形 . 

根据 前 述 例题 的 讨论 ,可 以 发 现 由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 
型 相似 三 角形 与 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 是 可 

以 结合 在 一 起 应 用 的 ,分 析 方 法 基本 相同 ,区 别 在 于 平行 线 是 过 端点 和 端点 作 ， 
还 是 过 端点 和 内 分 点 作 . 

【 例 4 已 知 : 八 ABC 中 ,D 是 BC 的 中 点 ,EE 是 
AD 的 中 点 ,联结 CE 并 延长 交 AB 于 下 上.( 图 2-4- 
38) 


求证 ;AF 一 本 BF BZ -1 N 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 论 AF 一 过 BF 是 线段 之 图 2-4-38 


间 的 比例 关系 ,所 以 条 件 中 给 出 的 BD=CD,AE=DFE 也 可 以 看 作 是 相 比 的 两 


线段 , 即 29 二 1, 人 二 1, 这 样 就 出 现 了 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 进行 描 图 , 搞 清 


楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 
经 过 描 图 可 以 发 现 ,AF 和 BF,BD 和 CD,AE 和 DE 这 三 组 相 比 线段 都 
重生 在 一 直线 上 ,可 应 用 或 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 
4 过 端点 和 内 分 点 作 平 行 线 , 首 先 要 选取 过 端点 或 内 
各 分 点 的 线段 为 平行 方向 线段 .现在 重 友 的 相 比 线段 
有 三 组 ,所 以 从 选取 哪 一 组 来 进行 讨论 ,就 有 三 种 
情况 . 
及 若 选取 AF 、BF 这 一 组 相 比 线段 开始 进行 讨论 
eR (图 2-4- 39), 则 两 个 端点 是 A、B, 内 分 点 是 下 . 
图 形 中 过 A、B、F 的 线段 分 别 是 AC、AE (或 
a % AD)、BD( 或 BC)、FE (或 FC), 所 以 选取 平行 方向 
NN 线段 就 出 现 了 四 种 情况 ,对 每 一 种 可 能 性 来 说 ,平行 
. 3 线 可 分 别 过 另 两 个 点 作 ,于 是 又 分 别 出 现 了 两 种 情 
图 2-4-40 况 ,所 以 一 共 可 以 有 八 种 可 供 选 择 的 可 能 情况 ,对 此 
可 分 别 予 以 讨论 . 
A 由 于 BD .AE 是 与 条 件 有 关 的 性 质 ,因此 可 先行 
ee 讨论 . 
(1) 若 取 BD 为 平行 方向 线段 (图 2-4-40), 则 
E 平行 线 既 可 过 内 分 点 下 作 , 也 可 过 另 一 个 端点 A 作 . 
Q@ 车 先 选取 过 内 分 点 下 作 平行 线 , 则 应 作 到 与 
图 2-4-41 


过 端点 A 的 直线 相交 ,于 是 过 下 作 FG// BD 交 AD 
于 G( 图 2-4-41), 就 可 得 人 AFG 和 八 ABD 是 由 三 
角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角 


EG AG AF 
形 , 可 推 得 65 一 AD 一 AB: 


而 由 FGV DC ,可 得 AFEG 和 ACED 是 由 三 角 
形 外 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 


FG EG 
(图 2-4-42)， 所 以 7 二 =ED: 
由 BD==CD,AE=DE, 可 得 AD 二 2ED ,所 以 由 
AG EG AG EG 


人 一 过 可 进一步 推 得 全 方 一 ES- 从 而 可 得 AG 一 
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2EG ,AE=3EG, 所 以 AD==2AE=6EG. 


mA IEG 1 BE 1 
从 而 可 得 % 方 一 和 敬一 于 ,所 以 万 一 地 ,于 是 可 


有 二 


O 在 选取 过 端点 B 的 线段 BC 为 平行 方向 线段 
时 ,还 可 选取 过 另 一 个 端点 A 作 平行 线 ,并 作 到 与 过 
内 分 点 下 的 直线 相交 , 即 过 A 作 AG/CB 交 CF 的 
延长 线 于 G( 图 2-4-43). 

这 样 人 AFG 和 ABFC 就 是 由 三 角形 外 一 条 边 的 
平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 , 所 以 2 
4C 

BE 

又 因为 AE 二 DE, 上 且 AD、OG 相交 于 巨 ,出 现 了 两 
条 相等 的 线段 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 一 直线 ， 
所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 (图 2- 4 - 
44). 根 据 过 两 端点 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相交 组 成 
中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角 
形 是 人 AEG 和 APDEC( 图 2- 4- 45), 全 等 的 条 件 是 
ZAEG= ADEC,AE=DE,/EAG=/EDC. 所 以 AG 
二 DC. 又 由 BD 二 DC,BC 二 2DC, 可 得 BC 二 2AG, 从 而 


AF Altz 1 1 
可 A 日 i cd A 太一 F 


(2) 车 选取 过 内 分 点 下 的 线段 FE 为 平行 方向 
线段 (图 2-4- 46), 则 可 选取 过 端点 A 或 端点 B 作 
平行 线 , 并 作 到 与 过 男 一 个 端点 的 直线 相交 . 

@ 若 选 择 过 端点 A 作 平 行 线 , 则 过 A 作 AG/W 
FE 交 BC 的 延长 线 于 G( 图 2-4- 47) (实际 上 也 可 
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透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


RF” CK 


以 看 作 是 取 FC 为 平行 方向 线段 )， 可 得 EF 二 BE: 


因为 AE 二 DE, 且 AG /AEC, 所 以 应 用 三 角形 的 
中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ( 图 2 -4 48), 可 得 GC 
= 

又 因为 BD 二 CD, 所 以 BD 二 CD 二 CG, 从 而 可 


aE GE 1 
BE BE 2’ 


GC 
得 BC= 2CC ,BC = 


,所 以 
@ 若 选择 过 端点 B 作 平行 线 , 则 也 应 作 到 与 过 
一 个 端点 A 的 直线 相交 , 即 过 B 作 BG/FE 交 


< 本 AF AE 
AD 的 延长 线 于 G( 图 2-4-49), 可 得 BF 二 GFE: 


又 因为 BD==CD, 且 BC、EG 相交 于 DD, 出 现 了 
两 条 相等 的 线段 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 一 直 
线 (图 2-4-50), 所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 
进行 证 明 . 

根据 过 两 端点 的 平行 线 与 过 中 点 的 直线 相交 组 
成 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 
ABDG 和 ACDE (图 2-4-51), 全 等 的 条 件 是 
LBDG= ZODE ;BD=0CD,ZDBG=.2DOE; 所 以 
GD=ED. 

因为 AE==DE ,所 以 AE 二 DE 二 GD ,于 是 GE= 


AE 1 AF_AE 1 


2AE ,FF ,从 而 可 推 得 一 证 二 了 


(3) 若 选取 过 端点 A 的 线段 AE 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 可 选择 过 内 分 点 下 或 男 一 个 端点 B 作 . 

J 奉 选择 过 内 分 点 下 作 平 行 线 , 则 应 作 到 与 过 男 
一 个 端点 B 的 直线 相交 ,于 是 过 下 作 FG/AD 交 BD 
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AF_DG 
BF BG: 
由 FG/ED, 可 得 和 人 CED 和 ACFG 是 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 
FE_GD ED_CD 
CE CD'FG 6€0 

又 由 AE 二 DE, 且 AE//FG ,这 是 两 条 平行 线段 (图 2-4- 54), 可 应 用 或 
添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 这 两 条 平行 线段 的 四 个 端 
点 两 两 的 连 线 延 长 到 相交 ,组 成 相似 三 角形 . 

于 是 联结 GE ,延长 GE 交 FA 的 延长 线 于 五 (图 2-4-55), 可 得 人 HAE 


、 JAE_ HA 
和 八 HFG 相似 ,所 以 于 =FF- 


而 已 知 AE 二 DE, 所 以 92 十 全 ,从 而 可 发 现 HC、AD、FG 是 三 条 平行 
线 ,而 图 形 中 HC 尚未 出 现 ,所 以 应 将 HC 添上 , 即 联结 HC( 图 2-4- 56). 


由 22 一 及 全 ,可 推 得 HCVWADWFG ,于 是 可 发 现 , FG 是 ABHC 内 一 条 


于 G( 图 2-4- 52)( 实 际 上 也 可 以 看 作 是 取 AD 为 平行 方向 线段 ) ,可 得 


的 平行 线 型 相似 三 角形 (图 2-4-53), 所 以 


边 HC 的 平行 线段 (图 2-4-57), 从 而 可 得 人 BFG 和 ABC 是 由 三 角形 内 一 


GD C 
图 2-4-52 
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透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 
BG EG 


BC HC: 

由 FG、HC 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 的 四 个 端点 
两 两 的 连 线 在 点 玉 相交 ,可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 的 
平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 可 找 
到 这 对 相似 三 角形 是 AFEG 和 八 CEH (图 2-4- 


EE FG BG FE 


Ne wo kb RE 


GD swBG_GD 
CD ' 万 以 BC 一 CD 


因为 BD 一 CD ,BC 一 2CD ,所 以 区 太一 名 ,BG 
二 2GD ,BF 王 2AF 就 得 以 证 明 . 

@ 若 选 择 过 另 一 个 端点 B 作 平 行 线 , 则 应 作 到 
与 过 内 分 点 下 的 直线 相交 , 即 过 B 作 BG/EA 交 
EF 的 延长 线 于 G( 图 2-4-59). 于 是 AAEF 和 
和 ABCGF 是 由 三 角形 外 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 


线 型 相似 三 角形 ,所 以 SE 二 人 ,这样 问题 就 转化 为 


Rs 
i 工 
证 PC 一 
二 
又 因为 4 三 DE, 所 以 问题 又 转化 为 证 7 一 
去 .由 BD==CD, 有 日 DE/ BG( 图 2-4-60), 可 得 DE 
一 亏 BG ,分析 就 得 以 完成 
(4) 若 选取 过 端点 A 的 线段 AC 为 平行 方向 线 


段 , 则 平行 线 可 选择 过 内 分 点 下 或 男 一 个 端点 
B 作 . 
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@ 若 选 择 过 内 分 点 下 作 平 行 线 , 则 应 作 到 与 过 
另 一 个 端点 B 的 直线 相交 .于 是 过 下 作 FCVAC 交 
BC 于 G, 交 AD 于 五 (图 2-4-61), 那 么 ABFG 和 
和 ABAC 是 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 


FG BG AF. CG 
i BB BG 


又 因为 FH 、AC 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 的 四 个 
端点 两 两 的 连 线 在 点 上 相交 ,所 以 可 应 用 由 三 角形 外 
一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 , 可 找到 这 对 相似 三 角形 应 是 八 FE 甩 和 ACEA 


FH FE 
(图 2-4-62), 从 而 可 得 FA 一 CE: 


线 型 相似 三 角形 ,所 以 


由 FE 和 CE 这 两 条 相 比 线段 重合 在 一 直线 上 ， 
可 应 用 或 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 
方法 是 过 端点 下 和 内 分 点 上 作 平 行 线 , 即 过 上 作 EEI 


和 yy re GI 
/FG 交 GC 于 I( 图 2-4-63), 可 得 f 二 一 启 : 


又 因为 AE=DE, 且 ET/ FG/AC, 所 以 DI= 
CI( 图 2=4= 64). 


由 FG 二 FH 十 GH， 可 得 2 一 Th 


AC 
FH ,GH ,DD DI=De) OD 
A MG Er 7 -i 
(BE=2D6) 06D WO- De 
CD “€D GH 
FG BG ‘(BDFDG) 【CD 二 DG) 二 一 
又 由 XG 一 大 2CD 2CD ,可 得 


CD 十 DG 二 2DC 一 2DG ,CD 二 3DG, 并 可 进 一 
(C=26G,.86=456, 


步 推 得 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


\ 
\ 
\ Vy 
\ 


B D C 


图 2 一 本 65 


从 而 可 证 明 == 方 ,分 析 得 以 完成 

@ 若 选取 过 端点 A 的 线段 AC 为 平行 方向 线 
段 , 则 平行 线 选择 过 端点 B 作 , 且 应 作 到 与 过 内 分 点 
下 的 直线 相交 , 即 过 B 作 BG/CA 交 CF 的 延长 线 于 
G( 图 2-4-65), 于 是 AACF 和 和 八 BGF 是 由 三 角形 
外 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 
以 全 = 入 

由 BG/CA ,过 其 中 一 条 线段 AC 的 两 个 端点 的 
直线 可 以 相交 于 点 下 ,也 可 以 相交 于 点 ,可 以 添加 
平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 由 于 图 形 中 平行 线 中 
的 另 一 条 BG 尚未 与 过 点 的 直线 AE 相交 ,因此 应 
将 它们 延长 到 相交 , 即 延长 GB 交 AD 的 延长 线 于 五 
(图 2-4-66). 于 是 AACE 和 AHGE 是 由 三 角形 外 
一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 ,所 以 
AC_AE 
HG HE 

由 BD 二 CD, 且 BC、AH 相交 于 DD, 就 出 现 了 两 
条 相等 的 线段 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 一 直线 ， 
可 应 用 或 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

根据 由 过 端点 的 平行 线 与 过 中 点 D 的 直线 相交 
组 成 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 全 等 
三 角形 是 AACD 和 AHBD( 图 2-4-67), 全 等 的 条 
性 是 ZADC = ZHDB, CD = 8D，ZaACD = 
ZHBD, 所 以 AD=HD,AC= HB. 


由 AE= 二 DE, 即 AD==2AE, 可 得 DH=2AE,， 


EH=ED+DH=AE+2AE=3AE, 所 以 人 一方， 
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A 
HG 3'HC=3AC. 
又 因为 日 B= 一 AC, 所 以 BG= 二 HG 一 HB 二 3AC 一 AC= 二 2AC ,从 而 可 以 推 得 


AC_1 
BG 2 


在 完成 了 以 上 八 种 情况 的 讨论 以 后 ,可 以 发 现 对 于 这 个 问题 ,实际 上 我 们 
只 讨论 了 三 分 之 一 ,因为 我 们 仅 是 从 AF、BF 这 一 组 重 和 至 的 相 比 线段 出 发 进行 
讨论 的 ,而 问题 中 出 现 的 重 全 的 相 比 线段 还 有 两 组 , 即 AE、DE 和 BD、CD. 如 
果 从 这 两 组 重生 的 相 比 线段 出 发 进行 讨论 ,那么 也 可 以 添加 平行 线 型 相似 三 角 
形 进 行 证 明 , 添 加 的 方法 同样 是 过 端点 和 内 分 点 作 平行 线 , 这 时 也 要 先 取 平行 
方向 线段 . 接 下 来 可 以 发 现 , 每 一 种 情况 中 的 平行 方向 线段 都 可 以 有 四 条 , 而 对 
每 一 条 平行 方向 线段 来 说 ,过 哪个 点 作 平 行 线 又 有 两 种 情况 ,所 以 本 题 一 共 就 
会 出 现 24 种 情况 和 相应 的 添 线 方法 . 

若 选取 AE、DE 这 一 组 相 比 线段 开始 进行 讨论 , 则 两 个 端点 是 A、D, 内 分 


0 
,所 以 一 吉 就 得 以 证 明 ， 


点 是 EE, 过 A、D.E 的 线段 分 别 是 AB( 或 AF) 、AC DB 4 

(或 DC) .EF( 或 EC) ,于 是 选取 平行 方向 线段 就 出 现 了 gt 

四 种 情况 .对 每 一 种 可 能 性 来 说 ,平行 线 可 分 别 过 另 两 个 RN\ 

点 作 ,又 出 现 了 两 种 情况 ,所 以 共有 八 种 情况 ,对 此 可 分 ;WY 

别 巴 以 讨论 . 到 
图 2-4-68 


由 于 AB( 或 AF)、BD( 或 DC) 是 与 条 件 或 结论 有 
关 的 性 质 ,因此 可 先行 讨论 . 

(5) 若 取 AB 为 平行 方向 线段 (图 2-4-68), 则 由 
平行 方向 线段 过 端点 A ,平行 线 可 以 过 内 分 点 玉 作 ,也 
可 以 过 另 一 个 端点 DD 作 . B 

Q@ 若 首先 选择 过 内 分 点 已 作 平行 线 ,也 就 是 过 五 
作 EG/AB 交 BD 于 G( 图 2-4-69). 则 由 AE=DE， 


a D 


图 2-4-69 


可 得 BG=DG,EG=3AB. 
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A 而 由 EGANHFB ,又 可 得 ACEG 和 八 CFB( 图 2-4 
LN -70) 是 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 
EG CS 加 
型 相似 三 角形 ， 可 推 得 5 一 cB: 因为 BD = CD = 
B 
G DD 2BG ,所 以 BC=4BG ,CG 二 CD 十 DG 二 2BG 十 BG= 
图 2-4-70 3BG 3 : AAG _3 
wy 3BG , 可 得 EE 一 1BG 一 ;并 可 进一步 推 得 二 了， 
4 | 2 Wo 
Ne 所 DBF=EG 一 X548 二 -AB; 叉 可 推 短 AF 
天 SR 
7 /G ds yA _ Ls 
一 3AB, 所 以 BF 一 5 得 以 证 明 . 


@ 若 取 AB 为 平行 方向 线段 后 ,选取 过 另 一 个 端 
点 D 作 平 行 线 , 则 应 作 到 与 过 内 分 点 的 直线 相交 , 即 
过 马 作 DG/BA 交 CF 于 G( 图 2-4-71)( 也 可 以 
看 作 是 取 FA 为 平行 方向 线段 ). 

而 由 AE 二 DE ,于 是 得 到 平行 线 型 相似 三 角形 的 
特殊 情况 , 即 AAFE 和 八 DGE 是 一 对 中 心 对 称 型 全 
等 三 角形 (图 2 - 4 - 72), 全 等 的 条 件 是 人 FEA = 
LGED,AE 二 DE,AEAF 二 AEDG, 从 而 可 以 证 明 
AF=DG. 

因为 BD=CD, 且 DG/ BF, 所 以 CG==FG,DG 
= 广 BF, 可 得 AF=3BF. 

(6) 车 选取 AC 为 平行 方向 线段 (图 2-4-73)， 
则 可 以 过 内 分 点 上 或 端点 D 作 平 行 线 . 


Q@ 若 选 择 过 内 分 点 下 作 平行 线 , 则 过 记 作 EG/ 
AC 交 CD 于 G( 图 2-4-74). 


二 
二 六 .由 BD 
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二 CD, 可 得 BG 二 BD 十 DG 二 2DG 十 DG=3DG = 


这 样 又 出 现 了 CG、BG 这 一 组 相 比 线段 重 人 在 一 
直线 上 ,可 继续 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 GE 是 过 内 分 点 G 所 作 的 边 CA 的 平行 线 ， 
而 GE 尚未 与 过 端点 如 的 直线 BA 相交 ,因此 应 先 将 
它们 延长 到 相交 , 即 延 长 GE 交 AB 于 理 ( 图 2-4- 
75). 这 样 就 得 到 八 BHG 和 和 ABAC 是 由 三 角形 内 一 
条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 , 可 进 一 


BH', HG. BG BG 3 .BH HG 
BA™AC™ BC’TBC™ 74: 以 BA™AC 


步 推 得 


== 闻 ,可 得 HE=HG— BG= TAC >AC= 7AC, 


BH=3AH. 
又 由 HE/AC, 可 得 人 FEH 和 AFCA 是 由 三 
角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角 


. we 天 有 此 SS 
形 ( 图 2-4- 76), 所 以 二 eg , AF =4FH, 
AH=3FH. 

从 而 可 得 BH = 二 3AH 二 9FH ,所 以 BF 二 BH 一 


AF 4FH 


FH 二 9FH 一 FH 二 8FH ,从 而 可 以 证 明 


BF 8FH 
a 
@ 阁 选 取 AC 为 平行 方向 线段 , 则 可 选取 过 男 一 
个 端点 D 作 平 行 线 ,于 是 过 D 作 DGNHCA 交 CF 的 
延长 线 于 G, 交 AB 于 理 ( 图 2=4=77). 
由 AE 二 DE ,得 到 平行 线 型 相似 三 角形 的 特殊 情 
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透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


况 , 即 AACE 和 APGFE 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角 
形 ,全 等 的 条 件 是 人 AEC = LDEG, AE = DE， 
ZEAC 一 ZEDG. 可 得 DG=AC. 

由 于 BD==CD, 且 DH/W CA ,因此 可 应 用 三 角形 
中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ( 图 2-4-78), 得 到 AH = 


BH ,DH 二 AC, 从 而 可 得 GH=3AC. 


由 GH 与 AC 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 的 四 个 端 
点 两 两 的 连 线 在 下 点 相交 ,可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 
的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ( 图 
2-4-79). 于 是 找到 这 对 相似 三 角形 是 AAACF 和 


BH a GH FH 


= ,AF=2FH. 


又 因为 BF 二 BH 十 FH 一 AH 十 FH 二 AF 十 FH 


+FH=2FH 十 2FH ==4FH, 所 以 人 二 全 疗 一 ; 5 
从 而 可 以 完成 分 析 . 

(7) 若 选取 EF (或 EC) 为 平行 方向 线段 (图 2 - 
4 一 80) , 则 平行 线 既 可 以 过 端点 D 作 , 也 可 以 过 男 一 
个 端点 A 作 . 

@ 若 选择 过 端点 D 作 平 行 线 , 则 过 DD 作 DG/W 
EF 交 AB 于 G( 图 2-4- 81). 

由 AE 二 DE ,可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 
性 质 , 得 到 AF 二 GF. 

又 由 BD==CD, 且 DGNCF, 可 得 BG 二 FG( 图 2 
-4-82), 所 以 BG 二 FG 二 AF. 从 而 可 得 BF 二 2AF， 
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所 以 = 过 就 得 以 证 明 
@ 若 以 EF 为 平行 方向 线段 ,过 端点 A 作 平 行 
线 , 则 过 A 作 AG/EC 交 BC 的 延长 线 于 G( 图 2-4 
一 图 2-4-83 
由 AE 二 DE ,可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 
性 质 , 得 到 DC 二 GC. 又 由 BD 二 CD, 可 得 BD==CD 


1 


又 因为 AG/FC, 所 以 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 
的 平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 


Po 


(8) 车 选取 DB (或 DC ) 为 平行 方向 线段 (图 2 - 
4 一 84) ,平行 线 既 可 以 过 内 分 点 上 作 , 也 可 以 过 另 一 
个 端点 A 作 . 

Q@ 若 选择 过 内 分 点 下 作 平行 线 , 则 过 下 作 ECV 
DB 交 AB 于 G( 图 2-4-85). 

于 是 由 AE 二 DE ,可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 


形 的 性 质 ,得 到 AG=BG,EG=5BD. 


又 由 EGW CB ,就 出 现 了 EG 是 AFBC 内 一 条 
边 CB 的 平行 线段 ,可 得 八 FEG 和 AFCB 是 由 三 角 
形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 


,EG .EG 
(图 2-4- 86), 所 以 FB 一 CB: 


又 因为 BD 二 CD, 所 以 BC 二 2BD 二 4EG ,可 得 


EG 
CB 


eG 


141 


透明 的 几何 


一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 } 
上 于 是 可 进一步 推 得 BG= BF 一 FG=4FG 一 FG 
ry # 二 3FG, 所 以 AG 二 BG 二 3FG, 可 得 AF 二 AG 一 FG= 
-了 mom a 1 
s | -ek 2FG ,从 而 可 以 证 明 BF 二 XEG 一 F: 
D @ 若 选取 过 另 一 个 端点 A 作 平 行 线 , 则 具体 添 
图 入 = 三 阁 ? 线 方法 和 证 明 方 法 同 分 析 (1)@. 


车 选取 BD、CD 这 一 组 相 比 (也 是 相等 ) 线 段 进 
行 讨论 ( 图 2-4-87), 则 这 时 的 两 个 端点 是 B、C, 内 
分 点 是 五 . 

图 形 中 过 B、C、D 的 线段 分 别 是 BF (或 BA)、 
CE( 或 CF)、.CA、DE( 或 DA ) ,于 是 选取 平行 方向 线 
段 也 就 出 现 了 四 种 情况 . 

对 每 一 种 情况 来 说 ,平行 线 可 分 别 过 另 两 个 点 
作 , 所 以 又 分 别 出 现 了 两 种 情况 ,所 以 共有 八 种 情况 . 

(9) 若 取 BF 为 平行 方向 线段 (图 2-4-88), 则 
由 平行 方向 线段 过 端点 B, 平 行 线 可 以 过 内 分 点 D 
作 , 也 可 以 过 另 一 个 端点 C 作 . 

@ 大 选择 过 内 分 点 D 作 平 行 线 , 则 具体 添 线 方 
法 和 证 明 方法 同 分析 (5)@. 

@ 若 选取 BF 为 平行 方向 线段 ,过 另 一 个 端点 C 
作 平 行 线 ( 图 2-4-89), 则 应 作 到 与 过 内 分 点 了 的 直 
线 相交 . 则 过 C 作 CG/AB 交 AD 的 延长 线 于 G. 

因为 BD 二 CD ,所 以 AABD 和 AGCD 不 仅 是 一 
对 平行 线 型 相似 三 角形 ,而 且 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 
三 角形 ,全 等 的 条 件 是 ADB = 人 GDC ,BD=CD， 
AABD=GCD. 所 以 AD=GD,AB=GC ,由 A= 
DE, 可 得 AD 二 2AE ,GD 二 2AE ,也 就 可 得 GE 二 GD 
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本 J 
+DE=2AE AE=8AE, 记 以 a 三 ， 


又 由 AF 、CG 是 两 条 平行 线段 , 且 它 们 的 四 个 端 
点 两 两 的 连 线 在 点 E 相交 ,可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 
的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ( 图 
2-4-90). 可 找到 这 对 相似 三 角形 应 是 AAEF 和 


AF AE | 
GC GE- 3 


人 GEC. 从 而 又 可 得 ,所 以 4 一 二 ,从 


而 可 证 明 人 到 


(10) 若 取 DE 为 平行 方向 线段 , 则 由 平行 方向 
线段 过 内 分 点 DD ,平行 线 可 以 过 点 B 作 ,也 可 以 过 另 
一 个 端点 C 作 . 

@ 若 选取 过 端点 B 作 平 行 线 , 则 具体 添 线 方法 
和 证 明 方法 同 分 析 (3)@. 

@ 若 选取 过 端点 C 作 平 行 线 , 则 应 作 到 与 过 另 
一 个 端点 B 的 直线 相交 ,于 是 过 C 作 CG/DA 交 
BA 的 延长 线 于 G( 图 2-4-91). 由 BD=CD ,可 应 用 
三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 , 得 到 AB=AG,AD 


= 志 CG. 又 因为 AE 二 DE, 所 以 AE 一 方 AD, 从 而 可 


进一步 推 得 AE 一 于 x FCG= 了 CG. 


因为 AE/GC, 所 以 AE 是 入 FGC 内 一 条 边 GC 
的 平行 线段 ,可 得 AFAE 和 AFGC 是 由 三 角形 内 一 
条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 (图 2-4 


_92)， 所 以 z 人 一 人 一 寺 , 从 而 可 得 FG—=4FA,AG 


二 3FA. 又 因为 已 证 AB= 二 AG ,所 以 AB 二 3FA ,BF= 
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图 2-4-92 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 
人 2AF ,从 而 可 证 明 人 5 一 了 
GT) 如 取 CA 为 平行 方向 线段 , 则 由 平行 方向 
人 线段 过 端点 C, 平 行 线 可 以 过 内 分 点 D 作 ,也 可 以 过 
ej0 另 一 个 端点 B 作 . 
Wn @ 若 选取 过 内 分 点 D 作 平行 线 , 则 有 具体 添 线 广 
号 法 和 证 明 方法 同 分 析 (6)@. 
G @ 若 选取 过 另 一 个 端点 B 作 平 行 线 , 则 过 B 作 
用 多 和 好 BG/AC 交 AD 的 延长 线 于 G( 图 2-4- 93). 于 是 可 
A 得 AACD 和 人 入 GBD 是 一 对 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 ， 
F 全 等 的 条 件 是 ADC= 二 人 GDB ,CD 二 BD, /CAD= 
LBGD. 所 以 AD=GD,AC=GB. 
Be A 又 因为 AE==DE, 所 以 AD= 二 2AE ,GD=2AE， 
. } 可 得 GE 一 GD 十 DE 一 2AE 十 AE 一 3AE, 所 以 人 
好 
G 3 
图 2-4-94 经 过 描 图 可 以 发 现 , 相 比 两 线段 AE .GE 重 释 在 
一 直线 上 ,从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 
4 明 .添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平行 线 . 
4 若 取 过 内 分 点 的 线段 EF 为 平行 方向 线段 (图 2 
-4-94), 则 可 过 端点 G 作 平 行 线 ,于 是 过 G 作 GHV 
二 | EF 交 AB 的 延长 线 于 娓 (图 2 -4 - 95), 可 得 一 


现在 的 问题 是 证 一半 ,从 而 问题 转化 为 证 AF 


=BH 
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由 AC / BG, 可 得 人 CAF == LGBH, 所 以 
和信 CAF 和 人 和信 GBH 是 一 对 平移 型 全 等 三 角形 (图 2 - 
4 一 96),AF 二 BH 得 以 证 明 . 

(12) 若 取 CE 为 平行 方向 线段 , 则 由 平行 方向 
线段 过 端点 C ,平行 线 可 以 过 内 分 点 D 作 , 也 可 以 过 
男 一 端点 B 作 . 

@ 若 选 取 过 内 分 点 D 作 平 行 线 , 则 具体 添 线 方 
法 和 证 明 方法 同 分 析 (7)@. 

@ 若 选 取 过 另 一 端点 B 作 平行 线 , 则 具体 添 线 方 法 和 证 明 方 法 同 分 析 
(2)@). 

在 对 上 述 24 种 可 能 情况 都 进行 了 讨论 以 后 ,我 们 可 以 发 现 ,每 一 种 方法 的 
思维 过 程 都 是 有 道理 的 ,都 是 规律 性 的 分 析 方 法 应 用 的 结果 ,没有 一 种 方法 是 
通过 试 一 试 、 磁 运气 得 到 的 ,所 以 以 上 分 析 方 法 就 是 具有 科学 性 的 思维 方法 . 

通过 分 析 和 讨论 我 们 也 可 以 看 到 ,这 样 一 道 题目 在 分 析 方 法 上 已 经 可 以 
覆盖 平行 线 型 相似 三 角形 的 全 部 思想 方法 ,所 以 完成 这 样 一 道 题目 的 教学 ， 
让 学 生 掌握 这 样 一 种 具有 规律 性 的 分 析 方 法 ,对 于 提高 教学 质量 来 说 ,也 具 
有 重要 的 意义 .当然 ,如 果 我 们 再 作 深 一 步 的 讨论 ,可 以 发 现 这 24 种 可 能 的 情 
况 和 相应 的 解 题 方法 是 有 难 易 程 度 上 的 差别 的 ,有 的 很 容易 想 出 来 ,有 的 思 
考 难度 相当 大 ,应 用 时 有 一 条 原则 ,就 是 几 蚌 与 条 件 发 生 联系 的 可 能 情况 应 
首先 进行 讨论 ,而 且 一 定 可 以 完成 分 析 , 因 为 此 时 条 件 都 可 以 直接 应 用 ,相对 
来 说 问题 就 容易 直接 得 到 解决 .如 果 一 种 可 能 情况 和 条 件 没有 直接 联系 ,而 是 
和 结论 有 联系 时 ,由 于 结论 是 不 能 直接 应 用 的 ,所 以 必定 还 要 设法 与 条 件 建 
立 联系 ,这 样 思维 过 程 就 会 多 一 个 需 衔接 的 环节 ,证 明 难 度 就 会 增 大 .如 果 一 
种 可 能 情况 和 条 件 没有 直接 联系 ,和 结论 也 没有 直接 联系 ,这 时 一 定 要 设法 
与 条 件 和 结论 都 建立 联系 ,思维 过 程 就 会 增加 更 多 需 衔接 的 环节 ,难度 就 会 
更 大 .因此 ,在 教学 中 要 向 学 生 强 调 , 凡 是 与 条 件 发 生 联系 的 可 能 情况 应 首先 
讨论 ,而 且 一 定 可 以 完成 分 析 . 
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通过 以 上 讨论 ,我 们 也 可 以 看 到 具有 规律 性 的 分 
析 方 法 在 几何 问题 的 分 析 和 思维 过 程 中 的 重要 价 
值 .掌握 了 规律 性 的 分 析 方 法 ,我 们 的 思维 就 可 以 在 几 
何 教学 的 广阔 天 地 中 自由 驰 对 ,没有 任何 困难 能 阻挡 
我 们 走向 成 功 ,无 论 是 教师 的 教 还 是 学 生 的 学 ,都 可 
以 进入 另 一 种 境界 ,思维 也 真正 得 以 升华 . 
在 上 述 平 行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 中 , 出 现 
了 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 , 为 了 这 个 问题 本 
A 身 的 完整 性 , 接 下 来 将 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 
合 图 形 的 分 析 方 法 逐一 进行 介绍 . 
(13) 在 对 比例 线段 进行 描 图 时 ,可 以 发 现 BD、 
B CD 这 一 组 相 比 (相等 ) 线 段 重印 在 一 直线 上 , 且 过 两 


a C 人 端点 B.C 和 内 分 点 DD 的 三 直线 AB.AC.AD 共 点 

i 于 A( 图 2-4- 97), 从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 

人 的 组 合 图 形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 使 过 端点 和 内 分 

有 点 的 共 点 三 直线 与 一 组 平行 线 相交 .由 于 现在 图 形 中 

还 没有 平行 线 ,因此 应 先 将 平行 线 添上 .又 因为 现在 图 

B 了 4。 形 中 能 够 作 AC 的 平行 线 的 点 只 有 两 个 ,就 是 已 、.F， 
和 所 以 取 点 作 平 行 线 就 出 现 了 两 种 情况 . 


@ 奉 考 虑 选取 点 请, 则 过 EE 作 GH/ BC ,分别 交 


让 GE BD 
AB.、.AC 于 G.H( 图 2-4 98) ,可 得 语 志 二 cD: .因为 


BD=CD, 所 以 GE=HE. 

又 因为 AE 二 DE, 且 AD、GH 相交 于 已 , 即 这 两 
组 相等 的 线段 都 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 且 成 一 直线 ， 
所 以 可 应 用 或 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 
(图 2-4-99). 


图 2-4-99 
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根据 将 四 个 端点 两 两 联结 得 到 中 心 对 称 型 全 等 
三 角形 的 方法 ,应 联结 HD, 交 CF 于 了 工 ,可 得 AAEG 
S 宅 ADFE 末 (图 2-4-100), 全 等 的 条 件 是 EG=EH， 
ZAEG=/DEH ,AE=DE. 

于 是 可 得 HD/AG, 即 HD/AB. 而 要 证 明 的 结 


AF 1 


论 是 FF 二 去 ,这 样 又 出 现 了 AF、BF 这 一 组 相 比 线 


段 重生 在 一 直线 上 , 且 过 两 个 端点 A、B 和 内 分 点 下 
的 三 直线 BC、AC、FC 共 点 于 C( 图 2-4-101), 从 而 
可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 进 行 证 明 . 


于 是 可 得 人 一 7 这 样 问题 就 转化 为 证 明 己 7 


工 
2- 
由 于 HI、DI 这 两 条 相 比 线段 重奏 在 一 直线 上 ， 
因此 还 是 可 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 
由 于 过 端点 互 .D 已 经 出 现 了 EH 和 DC 这 一 组 
平行 线 , 因此 这 一 对 相似 三 角形 应 是 人 EIH 和 


HI EH 


和信 CID( 图 2-4-102) ' 可 得 万 一 ED， ,所 以 问题 又 转 


化 为 证 一方， 

而 由 AE= 二 DE, 有 和 目 EH /WU DC; 可 得 CD==2EH ， 
分 析 得 以 完成 . 

@ 若 选 取 过 点 下 作 平 行 线 , 则 过 下 作 FH//BC 


FG _BD 
交 AD、AC 于 GH( 图 2-4-103)， ,可 得 二 二 0D: 


因为 BD 二 CD, 所 以 FG= HG. 又 因为 GH /W/W 
DC ,就 出 现 了 GH 是 八 ADC 内 一 条 边 DC 的 平行 线 
段 (图 2-4-104), 从 而 可 得 和信 AGH 和 AAPDC 是 由 
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A 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 型 相似 三 


图 2-4-105 


QQ 加 


图 2=4=107 


人 D 


图 2-4-108 


由 于 FG 、DC 是 两 条 平行 线段 ,上 且 它们 的 四 个 端 
点 两 两 的 连 线 在 点 瓦 相交 ,因此 可 应 用 平行 线 型 相似 
三 角形 进行 证 明 .于 是 可 找到 这 对 相似 三 角形 应 是 


AFEG 和 ACED( 图 2 -4- 105), 从 而 可 得 E = 


EG a ww 
ED' 义 因为 FG 二 HG, 所 以 245 王 ED: 羡 电 并 二 = 
a AG _ EG 人 


AE= 二 AG 十 EG 二 2EG 十 EG 二 3EG ,并 可 进一步 推 得 
DG=DE+EG=AE+EG=3EG 十 EG=4EG, 所 以 


AG_2EG_1 
DG 4EG 2 
又 因为 FGWU BD, 即 FG 是 AABD 内 一 条 边 BD 


A Pe yAF AG 1 
的 平行 线段 (图 2-4 106), 所 以 BF 一 DG 2 ,分析 


得 以 完成 . 
(14) 车 选取 过 点 作 平 行 线 , 则 过 EE 作 GH// 
AB ,分 别 交 BC、AC 于 G、 互 (图 2-4-107), 可 得 
AF_ 
BF GE 
由 A=DE, 上 且 EGAAB( 图 2-4-108), 应 用 
三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 BG 二 DG ,BD 


4 
,问题 就 转化 为 证 GE 一 5 


=2DG,EG=AB. 


因为 HGA/ AB, 即 HG 是 ACAB 内 一 条 边 AB 
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的 平行 线段 (图 2-4- 109), 所 以 人 CHG 和 人 ACAB 4 
是 一 对 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线段 得 到 的 平行 线 末 


型 相似 三 角形 ,可 得 一 GB. 又 因为 BD 二 CD, 所 以 


B 
CG=CD+T DG= BD+DG=2DG 十 DG 二 3DG. 而 G 也 C 


CG 图 2-4=-109 
CB=CDT+BD=2BD 二 2X2DGC 二 4DG, 所 以 证 二 


3DC_ 3 得 EC_ CC_ 3 宇 ， ES 
4DG 一 4' 从 而 可 得 4B CB 4° HG 4 4B, 所 以 HE = HG— EG 
La 
9 a SR。 下村 
4B 一 7A4B 一 二 AB,r 一 3 ;从 而 可 证 明王 GE 一 pp 
FAB 
A 
(15) 本 题 的 条 件 中 出 现 的 FC 可 以 看 作 是 与 
和信 ABD 的 两 边 AB AD 以 及 第 三 边 BD 的 延长 线 相 机 
FE BC DE 
交 的 直线 ,可 直接 应 用 曼 氏 定理 ,得 BEE" pC * AE 一 1 ， 
D 和 
(图 儿 一 妈 = 110》. 图 2-4-110 
加 全 了 AF “2DC 4B 
由 条 件 AE 二 DE ,BD 二 CD, 即 BC 二 2CD, 所 以 BE DC AFE 一 1 从 而 
yrggAaF 1 
可 以 证 明王 5 


通过 以 上 讨论 ,我 们 可 以 得 到 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 进行 分 
析 的 基本 步骤 : 

(1) 发 现 问题 的 条 件 或 结论 中 出 现 了 线段 之 间 的 比例 关系 ; 

(2) 对 线段 之 间 的 比例 关系 进行 描 图 , 搞 清 楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关系 ; 

(3) 当 经 过 描 图 发 现 相 比 两 线段 重合 在 一 直线 上 时 ,可 以 确定 要 应 用 或 添 
加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 ; 

(4) 确定 添加 的 方法 是 过 端点 或 内 分 点 作 平行 线 ; 

(5) 在 作 平 行 线 时 ,应 首先 选取 平行 方向 线段 ,平行 方向 线段 应 从 过 端点 
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或 内 分 点 的 线段 当中 选取 (会 出 现 多 种 可 能 性 ); 

(6) 当 平 行 方向 线段 取 在 过 端点 时 ,平行 线 过 内 分 点 或 过 另 一 个 端点 作 ; 
当 平 行 方 向 线段 取 在 过 内 分 点 时 ,平行 线 过 两 个 端点 作 ; 

(7) 当 平 行 线 是 过 端点 或 内 分 点 作 时 ,应 作 到 和 过 男 一 个 端点 的 直线 相交 

构成 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 , 当 平行 线 是 过 两 个 端点 作 时 ,应 作 到 和 
过 内 分 点 的 直线 相交 构成 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 . 
【 例 5】 已 知 :C 是 以 AB 为 直径 的 半圆 O 上 的 一 
下、 点 ,CD | AB, 生 足 是 D.E 是 AD 上 的 一 点 ,联结 
AC、CE,DF | CE, 重 足 是 G，DF、AC 相交 于 下 . 
(图 2=4=11) 


图 2-4-111 .AF ED 
求证 :GF 一 BD: 


分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 CE = 记忆 ,这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,首先 应 进 


行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 
经 过 描 图 可 以 发 现 ,AF .CF 和 ED、BD 这 两 组 相 比 线段 分 别 重 套 在 一 直 
线 上 ,可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 
由 于 现在 重奏 在 直线 上 的 相 比 线段 有 两 组 ,因此 选取 从 哪 一 组 相 比 线段 
出 发 进行 讨论 ,就 出 现 了 两 种 可 能 性 . 
若 选 取 从 AF .CF 这 一 组 相 比 线段 进行 讨论 (图 2 
/| -4-112), 则 添加 的 方法 是 过 端点 或 内 分 点 作 平行 线 . 
| 于 是 ,首先 选取 平行 方向 线段 .由 于 现在 出 现 的 
2 端点 是 A.C, 内 分 点 是 五 ,所 以 图 形 中 过 端点 A 的 线 
段 是 AE, 过 内 分 点 下 的 线段 是 ED ,过 另 一 个 端点 C 
的 线段 是 CD 和 CE, 共 有 四 种 情况 ,可 分 别 进行 讨论 . 
(1) 若 取 AE 为 平行 方向 线段 (图 2-4-113) ,由 于 平行 方向 线段 过 端点 
A , 则 平行 线 可 以 过 内 分 点 下 作 , 也 可 以 过 另 一 个 端点 C 作 . 


图 2-4-112 
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Q@ 若 选取 过 内 分 点 下 作 平 行 线 , 则 过 下 作 FHAAE 交 CE 于 昌 ( 图 2-4 


EH_ ED 
-114) ,可 得 [一世 季 . 这 样 ,问题 就 转化 为 证 CH 一 


这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 清 楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,EH .CH 和 ED、BD 这 两 组 相 比 线段 分 别 重 释 在 一 直 
线 上 ,可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

又 因为 这 两 组 重 琶 的 相 比 线段 有 一 个 公共 端点 (图 2-4-115), 所 以 添 
加 平行 线 型 相似 三 角形 的 方法 是 将 端点 和 端点 、 内 分 点 和 内 分 点 分 别 联 结 ,这 
两 条 连 线 一 定 平行 . 

于 是 ,联结 DH 、BC( 图 2-4-116) ,问题 就 转化 为 证 DH//BC. 

由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 , 即 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 
形 的 性 质 进行 证 明 . 于 是 由 C 是 半圆 上 的 一 点 ,可 得 人 ACB 二 90",AC | BC( 图 
2-4-117). 这 样 问题 又 转化 为 证 DH_|AC. 于 是 ,就 要 根据 垂 线 的 定义 进行 证 
明 , 也 就 是 它们 应 相交 成 90" 角 .而 现在 DH 、AC 还 没有 相交 ,所 以 应 将 它们 延 
长 到 相交 , 即 延长 DH 交 AC 于 I( 图 2-4-118). 要 证 DI | AC, 即 证 DI 是 
ACDF 的 一 条 高 ,而 已 知 CG 是 ACDF 的 一 条 高 ,所 以 它们 的 交点 瑟 就 应 是 
从 CDF 的 甜心 ,问题 就 转化 为 证 明 互 是 八 CDF 的 重心 . 


A EOD B 4 EO0D BA EoD 8B 


图 2-4- 1L16 图 2 一 4 一 117 图 2-4-118 
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根据 三 角形 垂 心 的 定义 , 它 应 该 是 三 角形 的 两 条 
高 的 交点 ,而 DI 这 条 高 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,必须 
用 另外 两 条 高 .其 中 一 条 高 0G 已 经 给 出 ,所 以 要 找 另 
一 条 CD 边 上 的 高 ,但 这 条 高 图 形 中 尚未 出 现 ,于 是 应 
将 它 添 出 , 即 延长 FH 交 CD 于 J( 图 2-4-119). 

因为 CD | AB ,而 已 经 作出 的 是 FH /AE, 所 以 
FJ LCD,FJ 就 是 ACDF 的 一 条 高 ,那么 就 是 
ACDF 的 垂 心 , DH // BC 就 可 以 证 明 , 分析 也 就 得 
以 完成 . 

@ 若 过 另 一 个 端点 C 作 平 行 线 , 则 应 作 到 与 过 内 
分 点 下 的 直线 相交 .于 是 过 C 作 CHVWBA 交 DF 的 延 


长 线 于 互 (图 2=- 4 一 120), 可 得 AADFcoACHF ,人 


AD_ ED 
CH BD' 

由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 , 即 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 现 在 图 
形 中 有 直径 AB ,有 半圆 上 的 点 C, 而 没有 圆周 角 , 所 
3 7 以 应 先 将 半圆 上 的 圆周 角 添 上 .于 是 联结 BC( 图 2-4 

-121) ,可 得 了 ACB=90", 人 ABC 是 直角 三 角形 . 

由 CD 1 AB, 即 CD 是 直角 三 角形 ABC 和 斜 边 上 
的 高 ,可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 或 者 旋转 型 相似 
三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 ( 图 2-4- 122). 

于 是 ,可 得 人 ACDwWACBD,CD’:=AD … BD,， 


一 人 ,这 样 问题 就 转化 为 证 明 


图 2 二 = 二 21 


SD AD ED 
图 2-4-122 而 AD， BD 就 是 要 证 明 的 5 二 55 的 外 项 积 , 所 
以 ,问题 就 转化 为 证 明 这 个 比例 关系 的 内 项 积 也 等 于 


GE BD 
了 2 三 | Nw i 
CD ' 也 就 是 证 明 记 =ED: 


152 


第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,它们 两 两 组 成 三 角形 ,CD 、ED 可 以 组 成 人 CED ,CH.、 
CD 可 以 组 成 人 HDC( 图 2-4- 123). 

在 这 两 个 三 角形 中 ,已 知 芝 CDE 二 人 HCD 二 90" ,而 由 DF_|CE, 可 得 CG 
是 直角 三 角形 HDC 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 人 ECD= 二 人 DHC( 图 2-4-124), 所 
以 人 CEDww 八 HDC ,分 析 得 以 完 

(2) 若 取 FD 为 平行 方向 线段 (图 2-4=-125), 由 于 平行 方向 线段 过 内 分 
点 下 , 则 平行 线 可 以 过 端点 A 作 , 也 可 以 过 另 一 个 端点 C 作 . 

@ 若 选 取 过 端点 A 作 平 行 线 , 则 应 作 到 和 过 另 一 个 端点 C 的 直线 相交 .于 

AF HD 


是 过 A 作 AH/FD 交 CD 的 延长 线 于 互 ( 图 2-4- 126) ,可 得 FF 一 CD ,这 
Ei HD ED 
样 问题 就 转化 为 证 一 B 记 : 


这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,首先 要 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 , RD .CD 和 ED、BD 这 两 组 相 比 线段 分 别 重 释 在 一 直 
线 上 (图 2-4-127) ,可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

又 因为 这 两 组 重 冯 的 相 比 线段 在 内 分 点 D 相交 ,所 以 添加 平行 线 型 相似 三 
角形 的 方法 是 将 两 组 端点 分 别 联结 ,这 两 条 连 线 一 定 平行 . 

于 是 联结 EH 、BC( 图 2-4-128) ,问题 就 转化 为 证 HE//BC. 


4 EOD B A EOD B A EOD B 
图 包 =44= 123 


图 2-4=126 图 2=4=127 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 ,也 
就 是 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 于 
是 由 C 是 半圆 上 的 一 点 ,可 得 一 ACB 二 90",AC | 
BC. 这 样 问题 又 转化 为 证 HE_|AC. 

于 是 要 根据 垂 线 的 定义 进行 证 明 , 也 就 是 它们 应 
相交 成 90" 角 ,而 现在 HE 、AC 还 没有 相交 ,所 以 应 将 
它们 延长 到 相交 , 即 延长 HE 交 AC 于 工 要 证 HT | 
AC, 即 证 HI 是 俯 ACH 的 一 条 高 ,而 已 知 AD 是 
和信 ACH 的 一 条 高 ,所 以 它们 的 交点 就 应 是 人 ACH 
的 垂 心 ,问题 就 转化 为 证 E 是 和 八 ACH 的 垂 心 . 


DA 根据 三 角形 垂 心 的 定义 , 尼 应 该 是 三 角形 的 两 条 
pe 高 的 交点 ,而 HI 这 条 高 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 ,必须 


ANBA_ | “| 用 另外 两 条 高 ,其 中 一 条 高 AD 已 经 给 出 ,所 以 要 找 另 


~ DB 一 条 AH 边 上 的 高 .但 这 条 高 图 形 中 尚未 出 现 ,于 是 应 
Wy 将 这 条 高 添 出 , 即 延 长 CE 交 AH 于 (图 2-4- 129). 
pe 由 CE_LDF, 而 AHANHFD, 可 得 CJ | AH,CJ 

是 人 ACH 的 一 条 高 ,E 是 人 ACH 的 重心 , HI/ BC 
C 就 可 以 证 明 , 分 析 得 以 完 


/ 务 / We @ 徊 选 取 过 端点 C 作 平 行 线 , 则 应 作 到 和 过 为 


J 


图 2-4-130 AF AD 
AB 的 延长 线 于 互 ( 图 2-4-130)， ,可 得 FF 一 万 万 .这 


AD ED 


样 问题 就 转化 为 证 万 万 一 BD: 


由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 , 即 
[BA NS 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 .现在 图 
B05 一 8 -HH 形 中 有 直径 AB, 有 半圆 上 的 点 C, 而 没有 圆周 角 , 所 

图 2-4-131 以 应 先 将 半圆 上 的 圆周 角 添 上 (图 2-4-131). 于 是 


第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


联结 BC, 可 得 人 ACB 二 90", 八 ABC 是 直角 三 角形 . C 

由 CD | AB, 即 CD 是 直角 三 角形 ABC 的 斜 边 性 ss 
上 的 高 ,可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 或 者 旋转 型 相 必 EDD 方 一 万 
似 三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 ( 图 2-4-132). 图 2-4-132 

于 是 可 得 人 ACDwWACBD ,CD? 二 AD， BD ,而 


AD .BD 就 是 要 证 明 的 全 六 一 下 的 外 项 积 ,所 以 问 /EN 
题 就 转化 为 证 明 这 个 比例 关系 的 内 项 积 也 等 于 CD”， | He 
A E00D B 
也 就 是 要 证 明 CD 一 ED“。 HD. 
由 CE | DF, 而 已 经 作出 的 是 CH// FD, 可 得 


人 ECH 王 90 ,从 而 又 出 现 了 CD 也 是 直角 三 角形 EHC 他 
的 斜 边 土 的 高 ,所 以 又 想到 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 / 


高 或 者 旋转 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 . 站 
于 是 可 得 AECDcwACHD( 图 2-4-133),CD2: 4 BOD 了 3 
二 ED。HD ,分 析 得 以 完成 . 图 2-4-134 
(3) 若 取 CD 为 平行 方向 线段 (图 2 -4-134)， 
由 于 平行 方向 线段 过 端点 C, 则 平行 线 可 以 过 内 分 点 。 ”一 一 


下 作 , 也 可 以 过 另 一 个 端点 A 作 . 
Q@ 车 选取 过 内 分 点 下 作 平行 线 , 则 应 作 到 和 过 | "ha 
1 ge 器 HEOD B 
男 一 个 端点 A 的 直线 相交 .于 是 过 政 作 FH /CD 交 


图 2-4-135 
AF AH ， i 
AD 于 及 (图 2-4-135), 可 得 G6 一 访 地 :这 样 问题 就 
es Ml 
转化 为 证 二 二 BD 


由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 , 即 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 现 在 图 
形 中 有 直径 AB, 有 半圆 上 的 点 C, 而 没有 圆周 角 , 所 
以 应 先 将 半圆 上 的 圆周 角 添上 .于 是 联结 BC( 图 2-4 
-136) ,可 得 ZACB=90",A 人 ABC 是 直角 三 角形 . 


图 2-4-136 
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透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


| HEOD B 


图 2 一 4- 1397 


/ A 
49 LN 
4 HEOD B 


图 2 一 4-139 


/a 
4 了 PRO 


图 2-4-141 


由 CD 1AB, 出 现 了 CD 是 直角 三 角形 ABC 和 斜 
边 上 的 高 ,于 是 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 
形 的 性 质 ( 图 2-4- 137), 可 得 BCD 二 人 CAB. 这 
样 ,要 证 明 的 性 质 中 出 现 的 A 有 HH、BD 就 分 别 是 
AAFH 和 和 人 入 CBD 的 一 条 直角 边 . 

在 这 两 个 三 角形 中 ,由 CD- AB 和 FH/CD, 可 
得 AHF 二 LCDB= 二 90", 所 以 人 AFHOACBD( 图 
AH_FH 
CH BY 


比较 要 证 明 的 全 太一 世 ,可 知 问题 转化 为 证 六 


2-4- 138), 


_ED 
(DD 
由 DF | CE, 垂 足 是 G,DG 也 是 直角 三 角形 
CED 斜 边 上 的 高 ,所 以 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 
的 基本 图 形 的 性 质 ( 图 2 - 4 - 139), 可 得 人 人 EDG 
=ZECD. 
又 由 ZFHD = AEDC = 90", 就 可 以 证 明 


FH ED 
| mat 
人 FDHWAECD( 图 2-4 140), 所 以 三 CD ' 分 


析 得 以 完成 . 
@ 若 选 取 过 端点 A 作 平 行 线 , 则 应 作 到 和 过 内 
分 点 下 的 直线 相交 .于 是 过 A 作 AHADC 交 DF 的 
AF_ AH . 


延长 线 于 互 ( 图 2-4- 141), 可 得 FF 二 CD. 这 样 问 
AH ED 
题 就 转化 为 证 一 BD: 


因为 CD AB, 垂 足 是 DD,DF_| CE, 垂 足 是 C， 
DG 就 是 直角 三 角形 CED 的 斜 边 上 的 高 ,所 以 应 用 
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直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ( 图 2-4- 
142) ,可 得 EDG 二 ECD. 
又 因为 AH/NDC,; 所 以 LHAD 二 AEDC 二 90°, 可 


推 得 人 HDAcwAECD( 图 2-4- 143),2 一 FC 这 样 


CD -BD 
问题 就 转化 为 证 和 万 一 a CD’:=AD » BD. 


由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 
i 
形 中 有 直径 AB, 有 半圆 上 的 点 C, 而 没有 圆周 角 , 所 
以 应 先 将 半圆 上 的 圆周 角 添 上 .于 是 联结 BC ,可 得 
~ACB=90", 人 ABC 是 直角 三 角形 . 

由 CD_|AB, 出 现 了 CD 是 直角 三 角形 ABC 和 斜 
边 上 的 高 ,可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 或 者 旋转 型 
相似 三 角形 的 基本 图 形 进行 证 明 ( 图 2-4-144). 于 
是 可 得 AACDcACBD ,可 以 推 得 CD2: 一 AD BD， 
分 析 得 以 完成 . 

(4) 若 取 CE 为 平行 方向 线段 ,由 于 平行 方向 线 
段 过 端点 C , 则 平行 线 可 以 过 另 一 个 端点 A 作 , 并 应 
作 到 和 过 内 分 点 下 的 直线 相交 .于 是 过 A 作 AH// 


EC 交 DF 的 延长 线 于 日 (图 2-=4 一 145)， 就 可 得 CE 


AH ED 


= G .这 样 问题 就 转化 为 证 Fe 一: 


而 由 AHVEC, 即 EG 是 人 DAH 内 一 条 边 AH 
的 平行 线 ( 图 2-4- 146), 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 
平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 


AH AD 人 ee 
进行 证 明 . :于 是 可 得 一 ED’ ,AH = 


.问题 就 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


0D B 


EOD B 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


人 = ED.OG 
转化 为 证 二 一 一 一 


这 个 关系 式 中 出 现 了 ED? ,是 直角 三 角形 一 条 直 
角 边 的 平方 ,于 是 由 CD | AB , 垂 足 是 也,DF | CE， 
垂 足 是 C@, 可 得 DG 是 直角 三 角形 CED 斜 边 上 的 高 ， 
所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 也 就 是 逆 平 行 线 
型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 ( 图 2-4-147), 可 
得 AEDGoAECD ,ED2:=EG，EC, 问 题 又 转化 为 
证 明 ECG . EC. CG=AD .。EG ， BD, 即 证 明 
EC . CG=AD . BD. 

由 DG 是 直角 三 角形 CED 斜 边 上 的 高 ,于 是 应 用 
直角 三 角形 斜 边 上 的 高 也 就 是 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 
的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 ACDCc ACED, CD? = 
EC 。 GCC ,所 以 问题 转化 为 证 CD 一 AD，BD. 

由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ,现在 图 
形 中 有 直径 AB ,有 半圆 上 的 点 C ,而 没有 圆周 角 , 所 
以 应 先 将 半圆 上 的 圆周 角 添 上 .于 是 联结 BC ,可 得 
ACB=9%0",AABC 是 直角 三 角形 . 

由 CD AB, 即 CD 是 直角 三 角形 ABC 斜 边 上 
的 高 ,可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 即 旋 转型 相似 三 
角形 的 基本 图 形 进 行 证 明 ( 图 2-4-148). 于 是 可 得 
AA4ACDcACBD ,可 以 推 得 CD 一 AD，BD ,分 析 就 
得 以 完成 . 

(5) 在 对 比例 线段 进行 描 图 时 ,可 以 发 现 AF、 
CF 这 一 组 相 比 (相等 ) 线 段 重 芭 在 一 直线 上 , 且 过 两 
个 端点 A、C 和 内 分 点 下 的 三 直线 AD .CD 、FD 共 点 
于 D( 图 2-4-149), 从 而 可 添加 平行 线 型 相似 三 角 
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形 的 组 合 图 形 进 行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 过 端点 和 内 
分 点 的 共 点 三 直线 与 一 组 平行 线 相交 . 

由 于 现在 图 形 中 没有 平行 线 ,因此 应 将 平行 线 添 
上 ,又 因为 现在 图 形 中 能 够 作 AC 的 平行 线 而 且 与 条 
件 、 结 论 有 联系 的 点 是 点 玉 , 所 以 平行 线 应 过 点 上 作 ， 
也 就 是 过 玉 作 EH/AC, 分 别 交 CD、FD 于 电 、1( 图 


2- 4- 150), 从 而 可 得 全 一 下 7. 这 样 问题 就 转化 为 证 


EI _ED 
HI BD: 

这 是 一 个 新 的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 清 
楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 


经 过 描 图 可 以 发 现 ,EI、HI 和 ED、BD 这 两 组 
相 比 线段 分 别 重 礁 在 一 直线 上 (图 2-4-151), 可 添 
加 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 因 为 这 两 组 重生 的 
相 比 线段 有 公共 端点 正 , 所 以 添加 平行 线 型 相似 三 角 
形 的 方法 是 将 端点 和 端点 、 内 分 点 和 内 分 点 分 别 联 
结 , 这 两 条 连 线 一 定 平行 .于 是 联结 BH (图 2- 
152) ,问题 就 转化 为 证 DIV BH. 

由 CE | DF ,问题 就 转化 为 证 BH _|_CE. 

根据 垂 线 的 定义 ,它们 应 相交 成 90°" 角 ,而 现在 
BH 、CE 还 没有 相交 ,于 是 应 将 它们 延长 到 相交 ,也 
就 是 延长 B 及 交 CE 于 J ,证 BJ | CE. 

由 AB 是 半圆 O 的 直径 ,可 应 用 直径 的 性 质 , 即 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 , 现 在 
图 形 中 出 现 了 C 是 半圆 上 的 一 点 ,而 没有 圆周 角 ,于 
是 应 将 圆周 角 添 上 ,也 就 是 联结 BC, 可 得 人 ACB 
=90", 
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第 二 章 基本 图 形 分 析 法 


图 2-4-152 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 儿 何 的 新 实践 


这 样 要 证 BJ | CE ,也 就 是 证 BJ 是 ACEB 内 的 
一 条 高 ,而 已 知 CD 是 ACEB 的 一 条 高 ,所 以 它们 的 
交点 及 就 应 是 ACEB 的 垂 心 , 这 样 问 题 就 转化 为 证 
互 是 ACEB 的 垂 心 . 

根据 三 角形 垂 心 的 定义 , 互 应 该 是 三 角形 的 两 条 
高 的 交点 ,而 BJ 这 条 高 是 要 证 明 的 结论 ,不 能 用 , 必 
须 用 另外 两 条 高 ,其 中 一 条 高 CD 已 经 给 出 ,所 以 要 
找 另 一 条 BC 边 上 的 高 ,但 这 条 高 图 形 中 尚未 出 现 ， 
于 是 应 先 将 这 条 高 添 出 , 即 延 长 E 及 交 BC 于 天 (图 2 
-4-153). 

由 于 已 经 作出 EH WAC,AC | BC, 因 此 EK | 
BC ,EK 就 是 ACEB 的 一 条 高 ,于 是 HH 就 是 ACEB 
的 垂 心 ,BH /DI 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 得 以 完成 . 

比较 一 下 例 5 和 例 4 可 以 发 现 ,尽管 这 是 两 个 并 
不 相同 的 题目 ,但 是 在 应 用 平行 线 型 相似 三 角形 的 基 
本 图 形 进行 分 析 思 考 的 部 分 却 是 完全 相同 的 ,甚至 连 
分 析 所 使 用 的 语言 (除了 一 些 字母 不 同 ) 都 是 相同 的 ， 
这 就 体现 了 分 析 方 法 和 思想 方法 的 规律 性 . 

(三 ) 平行 线 型 的 组 合 图 形 

AABC 中 ,D 是 AB 上 的 一 点 ,已 是 AC 上 的 一 
点 ,DE//BC,F 是 BC 上 的 一 点 ,AF 交 DE 于 G 一 
AADG Ww AABF, AAEG WW AACF，AADE cn 


DG_AG_EG 
BF AF CF 


在 几何 问题 中 , 当 出 现 了 相 比 或 相等 两 线段 重奏 
在 一 组 平行 线段 上 时 ,可 以 应 用 或 添加 平行 线 型 相似 
三 角形 的 组 合 图 形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 将 过 端点 


AABC, 


(图 2-4-154) 
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和 内 分 点 的 共 点 三 直线 与 这 组 平行 线 相 交 , 组 成 平行 
线 型 相似 三 角形 的 组 合 图 形 . 

【 例 6】 已 知 : 人 ABC 中 , AACB =90",CD | 
AB, 垂 足 是 也, 下 是 CD 的 中 点 ,延长 BE 交 AC 于 
,FG | AB , 垂 足 是 G.( 图 2-4-155) 

求证 :FG 二 FA 。FC. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 CD | AB,FG | AB, 可 
得 CD/FG( 图 2-4-156). 又 因为 CE 二 DE ,这 样 就 
出 现 了 相等 两 线段 重合 在 一 组 平行 线段 上 , 且 过 端点 
DC 和 内 分 点 的 三 直线 DB、CB 、EB 共 点 于 B( 图 
2-4-157), 于 是 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 组 合 
图 形 进 行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 共 点 的 三 直线 与 这 一 
组 平行 线 相 交 , 由 于 现在 图 形 中 BC 和 GF 尚未 相交 ， 
所 以 应 先 将 它们 延长 到 相交 .也 就 是 延长 GF 交 BC 
的 延长 线 于 及 (图 2-4- 158). 可 得 人 一 GE. 而 已 知 
DE=CE, 所 以 FG=FH. 

由 于 要 证 明 的 结论 是 FG? 二 FA。 FC, 所 以 问题 
转化 为 证 明 FG .* FH 二 FA ， FC. 

这 是 一 个 新 的 比例 关系 式 , 经 过 描 图 ,可 以 发 现 
这 两 组 相 乘 线段 FG、FH 和 FA、FC 分 别 重 又 在 一 
直线 上 ,于 是 可 应 用 道 平行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 . 

由 于 这 两 组 相 乘 线段 在 内 分 点 下 相交 ,因此 可 应 
用 由 三 角形 外 一 条 边 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 
证 明 , 从 而 应 证 人 AFG 和 AHEFC 相似 (图 2-4- 
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159). 由 AC、GH 相交 于 下 ,可 得 人 AFG 二 人 HFC, 又 
因为 ZAGF= 二 人 HCF 二 90°, 所 以 人 AFG 和 和 AHFC 
相似 就 可 以 证 明 , 分 析 得 以 完成 . 

【 例 7】 已 知 :平行 四 边 形 ABCD 中 ,已 是 AD 的 
中 点 ,下 是 CD 的 中 点 ,AC 分别 交 BE、BF 于 G、 
互 .( 图 2-4-160) 

求证 :AG 二 GH 二 HC. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 EE 是 AD 的 中 点 ,下 是 
CD 的 中 点 ,这 样 就 出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问 
题 ,可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

由 于 EF 所 在 的 线段 AD、CD 具有 公共 端点 
DD, 可 以 组 成 三 角形 ,因此 EF 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 
三 角形 的 中 位 线 ( 图 2-4-161), 而 现在 图 形 中 有 三 
角形 而 没有 中 位 线 , 于 是 应 先 将 中 位 线 添 上 , 即 联结 
EF ,可 得 EFAAC( 图 2-4-162). 

而 本 题 要 证 明 的 结论 是 AG 二 GH = HC ,这 样 就 
出 现 了 相等 的 两 线段 GH .HC 是 重合 在 一 组 平行 线 
段 上 ,上 且 过 端点 G、C 和 内 分 点 是 的 三 直线 EB、CB 
和 FB 共 点 于 B( 图 2-4-163), 于 是 可 添加 平行 线 型 
相似 三 角形 的 组 合 图 形 进 行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 共 
点 的 三 直线 与 这 一 组 平行 线 相 交 , 由 于 现在 图 形 中 
BC 尚未 与 EF 相交 ,因此 应 先 将 它们 延长 到 相交 .于 
是 延长 EF 交 BC 的 延长 线 于 (图 2-4-164), 可 得 


宁 一 55 .这 样 问题 就 转化 为 证 BF 一 


又 因为 下 是 CD 的 中 点 , 且 ET、DC 相交 于 下 ,这 
样 就 出 现 了 两 组 相等 线段 DF .CF 和 EF、IF 都 位 于 
一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 一 直线 ,所 以 可 应 用 中 心 对 
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称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 根 据 将 四 个 端点 两 两 联结 
起 来 得 到 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 的 方法 ,可 找到 这 对 
全 等 三 角形 是 ADFE 和 ACFTI( 图 2-4-165). 

由 于 已 经 有 DF 二 CF, 了 DFE 二 人 CFI, 因 此 还 
要 证 明 一 个 性 质 .由 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 可 
得 ADV BC, 也 就 可 得 LEDF 二 人 ICF, 所 以 EF 二 
IF 就 可 以 证 明 , 即 得 GH=HC. 

根据 同样 的 道理 ,延长 FE 交 BA 的 延长 线 于 J 
后 ,又 可 证 明 AG= 二 GH ,分 析 就 得 以 完成 . A 

【 例 8】 已 知 :AB 是 半圆 O 的 直径 ,CB 与 半圆 O |/ 
相 切 于 B,CD 与 半圆 O 相 切 于 ,DEFE | AB , 重 足 是 4 
EE,AC、DE 相交 于 下 .( 图 2-4-166) 


图 2 一 4 一 165 


求证 :DP 二 EF. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 AB 是 半圆 O 的 直径 ， 一 加、 
于 是 可 应 用 直径 的 性 质 , 即 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 。 / pl 
形 的 性 质 进行 证 明 . 现 在 图 形 中 出 现 了 D 是 半圆 上 的 |/ ,一 | AN 
一 点 ,而 没有 圆周 角 , 应 将 圆周 角 添 上 ,于 是 联结 AD 、4 OE 8 
BD( 图 2-4-167), 可 得 ADB 一 90"”. Ee 

又 因为 CB 与 半圆 O 相 切 于 B, 所 以 想到 要 应 用 a 


切线 的 性 质 或 者 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， A .| aC 
可 得 ABC=90"( 图 2-4-168). 又 因为 DE | AB， 了 
所 以 DEW CB. 

本 题 要 证 明 的 结论 是 DF 二 EF ,这 样 要 证 明 相等 
的 两 条 线段 DF 、EF 就 重 琶 在 一 组 平行 线段 上 , 且 过 
端点 DE 和 内 分 点 下 的 三 直线 DA 、.EA 和 FA 共 点 
于 A( 图 2-4-169), 可 添加 平行 线 型 相似 三 角形 的 
组 合 图 形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 共 点 的 三 直线 与 
这 一 组 平行 线 相交 , 由 于 现在 图 形 中 AD 尚未 与 BC 
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A 
A 
DX WE 和 
/ \ 

» \ 
dd 
B C 
图 2=4=173 


相交 ,因此 应 将 它们 延长 到 相交 ,于 是 延长 AD 交 BC 
的 延长 线 于 G( 图 2-4-170)， ,可 得 一 BE: GC .这样 问 


题 就 转化 为 证 GC 二 BC. 

由 CB 与 半圆 O 相 切 于 B,CD 与 半圆 O 相 切 于 
了 D ,可 得 CD=CB,ACDB 是 等 腰 三 角形 (图 2-4- 
171). 又 因为 <ADB 二 90",A、D、G 成 一 直线 ,所 以 
ZGDB=90". 

那么 在 直角 三 角形 BGD 中 ,应 用 直角 三 角形 斜 边 
上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 ,由 CD 二 CB, 可 推 得 CD 
一 CG( 图 2-4-172), 所 以 GC 王 BC ,分 析 就 得 以 完成 . 

如 果 需 要 集中 进行 这 类 基本 图 形 的 教学 ,可 以 在 
《几何 王 》 软 件 的 “智能 搜索 ?功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 
条 件 中 的 "基本 图 形 ”, 鼠 标 依次 悬 停 在 “相似 三 角形 ” 
一 平行 线 型 ,最 后 点 击 “ 平 行 线 型 相似 三 角形 的 组 
合 图 形 ”, 就 可 以 将 所 有 有 关乎 行 线 型 相似 三 角形 的 
组 合 图 形 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 

(四 ) 三 角形 的 中 位 线 

AABC 中 ,AD=BD,AE=CE—>DE/ BC,DE 


一 于 BC( 图 和 一 入 一 上 73) 


在 几何 问题 中 ,出 现 了 多 个 中 点 (两 个 或 两 个 以 
上 中 点 ) 问 题 时 ,可 以 应 用 或 添加 三 角形 中 位 线 的 基 
本 图 形 进 行 证 明 . 

当 两 个 已 知 中 点 所 在 的 线段 具有 公共 端点 ,可 以 
组 成 三 角形 时 ,这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 
线 .如 果 图 形 中 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 就 应 将 中 位 线 
添上 ;如 果 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,就 应 将 三 角形 
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的 边 添上 . 

当 两 个 已 知 中 点 所 在 的 线段 没有 公共 端点 ,不 能 
组 成 三 角形 时 ,这 两 个 中 点 的 连 线 就 不 是 三 角形 的 中 
位 线 ,这 时 就 要 增加 中 点 , 且 应 增加 和 已 知 中 点 所 在 
的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 

在 几何 问题 中 , 出 现 了 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 
系 , 且 这 一 倍 半 关 系 是 和 线段 的 中 点 发 生 联 系 时 ,可 
以 应 用 或 添加 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 添 
加 的 方法 是 : 若 将 倍 线段 取 作 三 角形 的 边 , 则 添加 三 
角形 中 与 这 条 边 相 对 应 的 中 位 线 ; 若 将 半 线 段 取 作 三 
角形 的 中 位 线 , 则 使 这 条 线段 的 两 个 端点 成 为 两 条 具 也 
有 公共 端点 的 线段 的 中 点 ,并 将 三 角形 添 完 整 . 

【 例 9】 已 知 :人 AABC 中 ,以 AB 为 边 在 AABC 
外 作 等 边 三 角形 ABD ,以 AC 为 边 在 八 ABC 外 作 等 
边 三 角形 ACE,F 下 是 BC 的 中 点 ,G 是 BD 的 中 点 , 昌 
是 CE 的 中 点 ,联结 FG、FH.( 图 2-4-174) 

求证 :FG 二 FH. 

分 析 : 本题 条 件 中 给 出 下 .G、 晶 分 别 是 BC、 
BD 、CE 的 中 点 ,这 样 就 出 现 了 多 个 中 点 ,是 多 个 中 
点 问题 ,可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 . 

由 于 下 \.G 所 在 的 线段 BC、BD 具有 公共 端点 B 
(图 2-4-175), 可 以 组 成 三 角形 ,因此 FG 这 两 个 中 
点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 .现在 图 形 中 有 中 位 线 
而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 的 边 添上 .于 是 联结 
CD ,可 得 CD=2FG( 图 2-4-176). 
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图 2-4- 174 


图 = 本 = ]76 
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根据 同样 的 道理 ,联结 BE 后 ,可 得 BE 二 2FH( 图 2-4-177). 

这 样 问题 就 转化 为 证 明 BE=DC. 由 于 AAABD 和 和 AACE 都 是 等 边 三 角 
形 , 即 出 现 了 两 个 具有 公共 顶点 A 的 等 边 三 角形 ,因此 必定 出 现 一 对 旋转 型 全 
等 三 角形 . 

根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 AD、AB 和 AC、AE 两 两 组 成 旋转 
型 全 等 三 角形 的 方法 (图 2-4-178), 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 AADC 和 
八 ABE( 图 2-4-179). 全 等 的 条 件 是 AD 二 AB,AC 二 AE ,它们 的 夹 角 人 DAC 和 
BAF 都 等 于 旋转 角 60" 加 上 公共 部 分 人 BAC, 所 以 DC 二 BE 得 以 证 明 . 

【 例 10】 已 知 : 八 ABC 中 ,以 AB 为 边 向 八 ABC 外 作 正 方形 AEDB ,以 AC 
为 边 向 AABC 外 作 正 方形 ACFG,HH 是 BC 的 中 点 ,T 是 BE 的 中 点 ,J 是 CG 
的 中 点 ,联结 HI、HJ.( 图 2-4-180) 

求证 :HI 二 HJ ,HIJLHJ. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 了 两 个 以 A 为 公共 顶点 的 正方 形 AEDB 和 ACFC， 
从 而 就 可 出 现 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 ,根据 由 公共 顶点 A 发 出 的 两 组 相等 线段 
AB、AE 和 AG、AC 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 (图 2-4-181), 可 以 找到 这 对 
全 等 三 角形 应 是 AACE 和 AAGB (图 2-4- 182). 


图 2-4-180 图 2-4-181 图 2 一 4 一 182 
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于 是 联结 CE 、CB ,由 AE = AB, AC = AG,， E 
LEAC 和 人 BAG 都 等 于 旋转 角 90" 加 上 公共 部 分 | 
BAC ,就 可 以 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,就 可 得 CE PS、 小 泣 
=GB. wh 

我 们 要 证 明 的 性 质 是 HI 二 映 J ,而 已 知 IT、H、J 
分 别 是 BE、BC、CG 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 
应 用 三 角形 的 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

因为 五 所 在 的 线段 BE、BC 有 公共 的 端点 B DC 
(图 2-4- 183), 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 HT 就 是 ANN 
ABCFE 的 一 条 中 位 线 ( 图 2-4-184), 于 是 可 得 HI 


图 2 一 4=183 


VCE ,HT 一 CE. 

根据 同样 的 道理 , 又 可 证 得 HJ // BG, HJ = 
二 BG( 图 2-4-185), 而 已 经 证 得 CE 二 BG, 所 以 pC 
HI 二 HJ 就 得 以 证 明 . 

由 于 AACE 和 AAGB 是 一 对 绕 八 ABC 的 顶点 
A 旋转 90 的 全 等 三 角形 ,所 以 又 可 证 明 CE | BG ,而 
已 证 HINCE,HJ/BG ,可 推 得 HILLHJ. 

【 例 11】 已 知 :平行 四 边 形 ABCD 中 ,BD 二 2AB， 
AC.、BD 相交 于 已 , 焉 是 BE 的 中 点 ,G 是 CE 的 中 点 ， /一 
及 是 AD 的 中 点 ,联结 FG、HG.( 图 2-4-186) 

求证 :FG 二 HG. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 四 边 形 ABCD 是 平行 
四 边 形 , 所 以 AB 二 CD( 图 2-4-187). 又 因为 BD= 
2AB ,所 以 BD 二 2CD. 又 由 AC、BD 相交 于 五, 应 用 
平行 四 边 形 的 性 质 , 又 可 得 BE 二 DE, 从 而 BD = 
2DE( 图 2-4-188). 所 以 DE==DC. 这 是 两 条 具有 公 


图 2-4-187 
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4 D 共 端 点 DD 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 
(图 2-4=-189). 又 因为 G 是 CFE 的 中 点 ,出 现 了 这 个 
等 腰 三 角形 底 边 的 中 点 ,所 以 可 应 用 等 腰 三 角形 中 重 
要 线段 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 .由 于 图 形 中 这 条 
重要 线段 尚未 出 现 ,应 将 它 添上 ,于 是 联结 DG ,可 推 
得 DG | EC( 图 2-4-190), 即 二 DGA 王 90". 

由 互 是 AD 的 中 点 ,出 现 了 互 是 直角 三 角形 
ADG 的 斜 边 AD 的 中 点 ,从 而 可 应 用 直角 三 角形 斜 
边 上 的 中 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 于 是 可 得 


HG 一 AD( 图 加 = 二 1191); 


和 人 到 又 因为 下 .G 是 BE、CE 的 中 点 ,是 多 个 中 点 问 
4 XT 题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 
es & 证 明 .由 于 下 .G 所 在 的 线段 BE .CE 具有 公共 的 端点 

和 巨 ,可 以 组 成 三 角形 ,因此 FG 是 三 角形 的 中 位 线 (图 2 


-4- 192), 从 而 可 得 FG 一 了 BC. 


又 因为 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 ,应 用 平行 
四 边 形 的 性 质 ,可 得 BC 二 AD ,所 以 FG 二 HG 就 得 以 
证 明 . 

【 例 12】 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,AB 一 DC,E 是 
AD 的 中 点 ,下 是 BC 的 中 点 ,BA 、FE 的 延长 线 相交 


人 一 全 一” 于 G,CD、FE 的 延长 线 相交 于 有.( 图 2-4-193) 
| VC 四 RA/ 求证 :BGF 二 人 CHF. 
i a 分 析 : 本 题 条件 中 给 出 EE 是 AD 的 中 点 ,下 是 BC 
i 的 中 点 ,出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 (图 2-4- 


194) ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
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行 证 明 . 

由 于 EF 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 AD、BC 没有 
公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,因此 这 两 个 中 点 的 连 线 
EF 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 , 这 时 就 要 增加 中 点 , 且 要 
增加 和 已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 
中 点 . 

由 于 巨 .F 所 在 的 线段 AD 、BC 的 端点 是 四 边 形 
的 项 点 ,因此 要 同时 与 这 两 条 线段 有 公共 端点 的 线 
段 ,就 是 四 边 形 的 对 角 线 ,也 就 是 应 增加 四 边 形 的 对 
角 线 的 中 点 .于 是 联结 BD( 或 AC), 取 BD( 或 AC) 的 
中 点 工 (图 2-4-195)，. 

因为 ET 所 在 的 线段 AD、BD 具有 公共 端点 DD， 
可 以 组 成 三 角形 ,所 以 下 TI 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 
角形 的 中 位 线 . 

现在 图 形 中 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 应 将 中 位 线 


添上 .于 是 联结 EI ,可 得 EI//AB ,EI =AB( 图 2— 


4-196). 所 以 又 可 进一步 推 得 BGF 二 人 IEF. 
同 理 ,、T 所 在 的 线段 BC、BD 具有 公共 端点 B， 
可 以 组 成 三 角形 ,所 以 FI 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 


角形 的 中 位 线 .于 是 联结 FI, 可 得 FI1// CD ,FI = 


CD, 了 LIFE 一 LCHF( 图 2-4-197). 那 么 问题 就 转 
化 为 证 明 人 人 IEF= 人 人 IFE. 

由 AB==DC, 可 得 ET=FT. 这 是 两 条 具有 公共 端 
点 了 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 的 基 
本 图 形 ( 图 2-4-198), 所 以 应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 
就 可 以 证 明 IEF= 一 TFE ,分 析 就 得 以 完成 . 
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图 2-4-196 


透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


图 2 一 4 197 图 2-4-198 


【 例 13】 已 知 :四 边 形 ABCD 中 ,分 别 以 四 条 边 为 边 向 四 边 形 外 作 正 方形 ， 
.FG、H 依次 是 这 四 个 正方 形 的 中 心 ,联结 EG 下 万 .( 图 2-4-199) 

求证 :EG 二 FH ,EG | FH. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 了 四 个 正方 形 的 中 心 , 而 正方 形 的 中 心 就 是 正方 形 
对 角 线 的 中 点 ,出现 了 多 个 中 点 (图 2-4- 200), 可 以 应 用 或 添加 三 角形 中 位 线 
的 基本 图 形 进行 证 明 . 

由 于 记 .G 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 没有 公共 端点 ,不 能 组 成 三 角形 ,因此 这 
两 个 中 点 的 连 线 EG 不 是 三 角形 的 中 位 线 , 这 时 就 要 增加 中 点 ,而 且 要 增加 和 
已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 

由 于 五 、G 所 在 的 线段 的 端点 各 有 一 个 是 四 边 形 的 顶点 ,因此 同时 与 这 两 
条 线段 有 公共 端点 的 线段 ,就 是 四 边 形 的 对 角 线 , 即 应 增加 四 边 形 的 对 角 线 的 
中 点 .于 是 联结 AC( 或 BD), 取 AC( 或 BD) 的 中 点 I( 图 2-4-201). 

由 于 巨 、T 所 在 的 线段 有 公共 端点 A ,可 以 组 成 三 角形 ,因此 ET 这 两 个 中 
点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 .现在 图 形 中 三 角形 还 不 完整 ,中 位 线 还 没有 出 现 ， 
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应 将 它们 分 别 添上 .于 是 联结 ET、JC, 可 得 EI /IC,EI== 广 JC( 图 2—4— 


202). 同 理 ,联结 FI .KA ,可 得 FI//KA,FI= 广 KA( 图 2 4- 203). 


以 EE\ 下 为 中 心 的 两 个 正方 形 以 B 为 公共 顶点 ,出 现 了 一 对 旋转 型 全 等 三 
角形 .根据 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 BJ] .BA 和 BC、BK 两 两 组 成 全 等 
三 角形 的 方法 (图 2-4- 204) ,就 能 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 八 BJC 和 八 BAK 
(图 2-4-205), 全 等 的 条 件 是 BJ = 一 BA,BC 二 BK ,人 JBC 和 人 ABK 都 等 于 
旋转 角 90" 加 上 公共 部 分 人 ABC. 

从 而 可 得 JC 二 KA ,JC_| KA ,进一步 可 推 得 EI 二 FI,EI | FI( 图 2-4- 
206) ,它们 可 以 构成 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 形 . 

同 理 , 联 结 GI、HI, 可 得 GI 二 HI,GI 1 HT, 它们 也 可 以 构成 一 个 等 腰 直 
角 三 角形 ,也 就 是 半 个 正方 形 ( 图 2-4-207). 

这 样 ,相当 于 出 现 了 两 个 以 了 为 公共 顶点 的 正方 形 ,所 以 出 现 了 一 对 旋转 型 
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全 等 三 角形 .根据 由 公共 顶点 发 出 的 两 组 相等 线段 
EI、FI 和 GI、HI 两 两 组 成 全 等 三 角形 的 方法 ,就 能 
找到 这 对 全 等 三 角形 是 人 EGI 和 AFHTI( 图 2-4- 
208) ,全 等 的 条 件 是 EI 二 FI,GI = HI, AEIG 和 
FT 五 都 等 于 旋转 角 90 "加 上 公共 部 分 EI. 从 而 
就 可 证 明 EG 二 FH ,EG | F 万 . 

【 例 14】 已 知 : 八 ABC 中 ,AB=AC,AD | BC,， 
重 足 是 也, 下 是 AD 上 的 一 点 ,EB 一 EA,CF | AB， 
垂 足 是 下 ,CF 、BE 相交 于 G,CF .DE 相交 于 五 .( 图 2 
-4- 209) 

求证 :BG 二 2DH. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 AB 二 AC,AD BC , 重 
足 是 也 ,出 现 了 等 腰 三 角形 底 边 上 的 高 (图 2-4- 
210) ,可 应 用 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 ,于 是 可 得 BD 二 CD. 

(1) 本 题 要 证 明 的 结论 BG 二 2DH 是 两 条 线段 
之 间 的 倍 半 关系 ,而 其 中 DH 的 端点 D 是 线段 BC 的 
中 点 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 
行 证 明 .应 用 的 方法 可 以 是 将 倍 线段 BG 取 作 三 角形 
的 边 , 也 可 以 是 将 半 线 段 DH 取 作 三 角形 的 中 位 线 . 

Qa 若 选 取 将 倍 线段 BG 取 作 三 角形 的 边 ( 图 2-4 
-211), 则 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 应 将 中 位 线 添 
上 .于 是 取 CG 的 中 点 IT, 联结 DTI( 图 2-4-212). 可 得 
DI// BG ,BG 二 2DI. 于 是 问题 转化 为 证 明 DH 二 DI 
(图 2-4-213). 

这 是 两 条 具有 公共 端点 D 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角形 
的 判定 问题 , 即 证 <DHI 二 人 DIH. 

由 CF | AB,AD | BC, 可 得 人 HFB= 人 HDB= 
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90 ,所 以 互 .下 B、D 四 点 共 圆 ,又 由 下 .有 H\C 成 一 直线 ,可 得 人 DHI== 人 FBD. 

这 样 问题 就 转化 为 证 明了 DIH = 二 人 FBD. 又 因为 了 HH、IT、C 成 一 直线 ,所 以 
DIH 就 是 八 DCI 的 一 个 外 角 , 从 而 可 推 得 人 DIH== 人 IDC 十 人 ICD. 

而 由 DIV BG, 这 两 条 平行 线 可 以 看 作 被 BC 所 截 , 可 得 人 IDC = 
FEBC. 因 为 CFAB,AD1 BC, 所 以 LICD 二 人 DAF. 又 由 EB 二 EA , 即 这 
是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,应 用 等 腰 
三 角形 的 性 质 , 可 得 人 EAB= 二 人 EBA (图 2-4-214). 而 人 FBD 二 /人 EBA 十 
辽 EBC, 所 以 人 DIH 二 FBD 就 得 以 证 明 . 

@ 若 选取 将 半 线 段 DH 取 作 三 角形 的 中 位 线 (图 2-4-215), 则 有 三 角形 
的 中 位 线 , 而 三 角形 不 完整 ,应 将 三 角形 添 完整 . 

要 使 DH 成 为 三 角形 的 中 位 线 , 必 须 使 D、H 分 别 成 为 两 条 具有 公共 端点 
的 线段 的 中 点 ,现在 D 已 经 是 BC 的 中 点 ,所 以 必须 使 也 成 为 中 点 . 

于 是 延长 CF 到 了 ,使 HI 二 HC ,联结 BI( 图 2-4-216). 可 得 DH/BI,， 


图 2-4-214 图 2=4 一 215 图 2 一 旨 
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图 2 一 4=-218 
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BI=2DH. 

这 样 问题 就 转化 为 证 明 BG 二 BI( 图 2- 4- 217). 

这 是 两 条 具有 公共 端点 B 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角 
形 的 判定 问题 , 即 证 BGI 二 人 BIG. 

由 DH // BI, 这 两 条 平行 线 可 以 看 作 被 IC 所 
截 ,可 得 人 BIG 二 人 DHC. 

而 由 CF | AB, AD | BC, 又 可 得 二 FFB = 
了 了 HDB 二 90", 所 以 昌 \.F、B、D 四 点 共 圆 .又 由 下 、 
H.C 成 一 直线 ,可 得 LDHC= 二 LFBD, 所 以 人 BIG 
一 一 FBD. 

于 是 问题 就 转化 为 证 BGI 二 人 FBD. 因 为 I、 
GC 成 一 直线 ,所 以 人 人 BGI 是 ABCG 的 一 个 外 角 , 从 
而 可 推 得 BGI= 二 人 EBC 十 人 GCB. 

由 CF | AB,AD | BC, 可 得 LGCB 二 人 EAB. 又 
因为 EB 一 EA ,这 是 两 条 具有 公共 端点 的 相等 线 
段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 .应 用 等 腰 三 角形 的 
性 质 ,可 得 人 EAB== AEBA, 而 人 FBD== /EBA 十 
了 EBC, 所 以 LBGI 二 人 FBD 就 得 以 证 明 . 

(2) 本 题 要 证 明 的 结论 BG 二 2DH 是 两 条 线段 
之 间 的 倍 半 关 系 , 可 根据 线段 倍 半 关系 的 定义 来 进行 
分 析 . 

Q@ 可 以 将 倍 线段 BG 两 等 分 , 即 取 BG 的 中 点 I 
(图 2-4-218) ,然后 证 明 IG=DH. 

但 在 作出 了 I 是 BG 的 中 点 后 ,由 AB=AC,APD 
| BC, 垂 足 是 DD, 可 得 D 是 BC 的 中 点 ,这 样 就 出 现 
了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 ,所 以 可 应 用 三 角形 中 
位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

由 于 I、D 所 在 的 线段 BG .BC 具有 公共 端点 B， 
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可 以 组 成 三 角形 ,因此 ID 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 
角形 的 中 位 线 .现在 图 形 中 有 三 角形 而 没有 中 位 线 ,应 
将 中 位 线 添上 .于 是 联结 ID (图 2-4- 219) ,可 得 ID 
NGC, 即 GHVTID. 

这 样 又 出 现 了 GH 是 八 EID 内 一 条 边 ID 的 平 
行 线段 (图 2-4- 220), 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 
平行 线 得 到 的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 .可 得 3 一 忆 训 ,这样 问题 就 转化 为 证 明 
EG=EH. 

这 是 两 条 具有 公共 端点 五 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角 
形 的 判定 问题 , 即 证 EGH 二 人 EHG. 

而 由 CF | AB, AD | BC, 又 可 得 人 HFB = 
了 了 HDB 二 90”, 所 以 且 、F、B、D 四 点 共 圆 .又 由 DD、 
玉 \E 成 一 直线 ,可 得 LEHG 二 人 FBD. 于 是 问题 转 
化 为 证 EGH = 人 FBD. 

因为 玉 ,G、B 成 一 直线 ,所 以 人 EGH 就 是 
和 ABCcCG 的 一 个 外 角 , 从 而 可 推 得 LEGH 二 人 EBC 十 
之 GCB. 又 因为 CF | AB, AD BC, 所 以 ZGCB 
=/BEAB, 

又 因为 EB 二 EA ,这 是 两 条 有 具有 公共 端点 上 的 
相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,应 用 等 腰 
三 角形 的 性 质 , 可 得 人 人 EAB 二 人 EBA. 

而 LFBD = 人 EBA 十 人 EBC, 所 以 人 EGH = 
FBD 就 得 以 证 明 . 

@ 可 以 作 半 线段 DH 的 两 倍 ,然后 证 明 所 得 到 
的 线段 与 倍 线段 相等 .于 是 延长 HD 到 了 ,使 DI = 
DH( 图 2-4-221), 然 后 证 明 IH=BG. 
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图 2-4=-221 
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图 2=4=222 


图 2 一 4=223 


图 2-4=224 


但 在 作出 了 D 是 HI 的 中 点 后 ,由 AB 三 AC， 
AD BC, 垂 足 是 D, 可 得 D 也 是 BC 的 中 点 ,这 样 两 
组 相等 线段 HD、ID 和 BD、CD 位 于 一 组 对 顶 角 的 
两 边 而 且 成 一 直线 (图 2-4- 222), 可 应 用 或 添加 中 
心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 

添加 的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 联结 起 来 ,得 到 中 
心 对 称 型 全 等 三 角形 .于 是 联结 BT ,可 得 人 BDT 鱼 
人 CDH (图 2-4-223), 所 以 LDBI 二 人 DCH. 这 样 
又 可 推 得 BI//HC, 即 GH /BI. 

于 是 GH 是 AEBT 内 一 条 边 BI 的 平行 线段 (图 
2-4-224), 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线 得 到 
的 平行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， 
可 

这 样 问题 就 转化 为 证 明 EG 二 EH. 这 是 两 条 具有 
公共 端点 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角 
形 , 问 题 也 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 , 即 
证 EGH = 二 人 EHG. 证 明 方 法 同 分 析 (2)@, 不 再 
著述 . 

【 例 15】 已 知 :正方 形 ABCD 中 ,AC、BD 相交 于 
已 ,一 CBD 的 平分 线 交 CD 于 下 ,过 A 作 AH |BF 交 
BD 于 G、 交 BF 于 I\ 交 BC 于 日 .( 图 2-4-225) 

求证 :CH 二 2EG. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 正方 形 ABCD 的 对 角 线 
AC.、BD 相交 于 瓦 ,所 以 已 是 AcC 的 中 点 (图 2- 4- 226). 

(1) 本 题 要 证 明 的 结论 CH 二 2EG 是 两 条 线段 之 
间 倍 半 关 系 , 而 EG 的 端点 上 是 线段 AC 的 中 点 ,所 以 
可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 


于 是 可 以 将 倍 线段 CH 取 作 三 角形 的 边 , 也 可 以 
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将 半 线 段 EG 取 作 三 角形 的 中 位 线 . 

@ 若 将 倍 线段 CH 取 作 三 角形 的 边 (图 2-4-227), 则 有 三 角形 而 没有 中 
位 线 , 应 将 中 位 线 添 上 .于 是 取 A 的 中 点 本 联结 EJ (图 2-4-228), 可 得 EJ 
NCH,CH=2EJ. 

于 是 问题 就 转化 为 证 明 EG 二 EJ (图 2-4- 229). 这 是 两 条 具有 公共 端点 
E 的 相等 线段 ,它们 可 以 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 成 为 一 个 等 腰 三 角形 
的 判定 问题 , 即 证 EJG 二 人 EGJ. 

因为 EJ /CB ,这 两 条 平行 线 可 以 看 作 是 被 JH 所 截 , ZEJG 和 人 BHG 
是 一 组 内 错 角 ,所 以 可 应 用 与 内 错 角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 
明 , 可 得 人 EJG= 二 人 BHG. 

而 由 BD、AH 相交 于 G, 又 可 得 人 EGJ 二 人 BGH ,所 以 问题 又 转化 为 证 
ZBHG= ZBGH. 

由 于 BF 是 了 CBD 的 平分 线 , 且 AH | BF 是 向 角 平 分 线 BF 所 作 的 垂 线 , 所 
以 ABGH 应 是 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-4- 230), 了 BHG 二 BGH 就 得 以 证 明 . 
aD A D 4 
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JS 


图 2-4-231 


@ 若 将 半 线 段 EG 取 作 三 角形 的 中 位 线 (图 2-4 
-231), 则 图 形 中 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 先 
将 三 角形 的 边 添上 .于 是 延长 AH 到 ,使 JG 二 AG, 联 
结 CJ (图 2-4-232), 可 得 EG/CJ ,CJ 二 2EG. 于 是 问 
题 就 转化 为 证 明 CH 二 CJ (图 2-4- 233). 

这 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角 
形 的 判定 问题 , 即 证 LCHJ 二 人 CJH. 

因为 EG // CJ ,这 两 条 平行 线 可 以 看 作 是 被 GJ 
所 截 ,了 CJH 和 BGH 是 一 组 内 错 角 ,所 以 可 应 用 
与 内 错 角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 ， 
可 得 LCJH== 人 人 BGH. 

而 由 BC、GJ 相交 于 互 , 又 可 得 一 CHJ = 
芝 BHG, 所 以 问题 又 转化 为 证 BHG 二 人 BGH. 证 
明 方法 同 分 析 (1)0D ,不 再 歼 述 . 

(2) 本 题 要 证 明 的 结论 CH = 二 2EG 是 两 条 线段 
之 间 的 倍 半 关 系 , 可 根据 线段 倍 半 关 系 的 定义 来 进行 
分 析 . 

Qa 可 以 将 倍 线段 CH 两 等 分 ,也 就 是 取 CH 的 
中 点 (图 2-4-234) ,然后 证 明 JH=EG. 

但 在 作出 了 J 是 CH 的 中 点 后 ,由 于 E 是 正方 
形 ABCD 的 对 角 线 AC、BD 的 交点 , 即 玉 是 AC 的 
中 点 ,这 样 就 出 现 了 两 个 中 点 ,是 多 个 中 点 问题 , 因 
此 可 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 进行 
证 明 . 

由 于 EJ 所 在 的 线段 AC、HC 具有 公共 端点 C 
(图 2-4-235), 可 以 组 成 三 角形 ,因此 EJ 这 两 个 中 
点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 .现在 图 形 中 有 三 角形 
而 没有 中 位 线 , 应 将 中 位 线 添 上 .于 是 联结 EJ (图 2- 
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4- 236) ,就 可 得 EJ /AH ,这 样 GH 是 ABEJ 内 一 条 边 EJ 的 平行 线段 ,所 以 


BC BH 


EG 二 J 二 "这样 问题 就 转化 为 证 明 BG=BH. 


由 于 BF 是 人 CBD 的 平分 线 , 且 AH | BF 是 向 角 平 分 线 BF 所 作 的 垂 
线 ,所 以 信 BGH 是 一 个 等 腰 三 角形 (图 2-4-237) ,BG 二 BH 就 得 以 证 明 . 

@ 也 可 以 作 半 线段 的 两 倍 , 然 后 证 明 所 得 到 的 线段 与 倍 线段 相等 .于 是 在 
GE 的 延长 线 CED) 上 截取 已 J =EG( 图 2-4-238), 问 题 就 转化 为 证 明 JG 
=CH. 

由 于 已 是 正方 形 ABCD 的 对 角 线 AC、BD 的 交点 , 即 巨 是 AC 的 中 点 .这 
样 两 组 相等 线段 EG .EJ 和 EA 、EC 就 位 于 一 组 对 顶 角 的 两 边 而 且 成 一 直线 
(图 2-4-239), 可 应 用 或 添加 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 
将 四 个 端点 两 两 联结 起 来 ,得 到 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 . 

于 是 联结 CJ ,可 得 AAEG 守 ACET (图 2-4-240), 所 以 一 EAG = 
人 ECJ. 可 推 得 AH/JC, 即 GH/JC. 


A - 也 4 
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图 2-4-238 图 2-4=-239 
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图 2 一 4 241 


图 2=4-243 


于 是 GH 是 人 BJC 内 一 条 边 JC 的 平行 线段 ,可 


得 7 人 二 全 亲 : 这 样 问题 就 转化 为 证 明 BG 一 BH( 图 2 


-4- 241). 证 明 方 法 同 分 析 (2) ,不 再 更 述 . 

如 果 需 要 集中 进行 这 类 基本 图 形 的 教学 ,可 以 在 
《几何 王 ) 软 件 的 “ 管 能 搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 
条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠 标 依次 其 停 在 “相似 三 角形 ” 
一 平行 线 型 ”, 最 后 点 击 “ 三 角形 的 中 位 线 ”, 就 可 以 
将 所 有 有 关 三 角形 的 中 位 线 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 


二 、 逆 平行 线 型 


(一 ) 三 角形 内 的 北平 行 线 型 

AABC 中 ,D 是 AB 上 一 点 ,EF 是 AC 上 一 点 ， 
LAED= /ABC =ANAEDWAABC—>AD . AB= 
AE。AC,D、B.C、E 四 点 共 圆 (图 2 4 242) 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 相 乘 两 线段 重 炙 在 一 直线 
上 的 情况 时 ,就 可 以 应 用 或 添加 由 三 角形 内 一 条 边 的 
道 平行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添 
加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 逆 平行 线 ， 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 两 组 相 乘 线段 都 重生 在 一 
直线 上 , 且 有 一 个 公共 端点 的 情况 时 ,就 可 以 应 用 或 
添加 由 三 角形 内 一 条 边 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 
型 相似 三 角形 进行 证 明 , 添加 的 方法 是 将 端点 和 端 
点 ` 内 分 点 和 内 分 点 分 别 联结 ,这 两 条 连 线 一 定 是 逆 
平行 线 . 

【你 16】 已 知 : 八 ABC 中 ,AB 二 AC,D 是 AC 的 
中 点 ,联结 BD,DE 是 了 ADB 的 平分 线 , 八 AED 的 
外 接 圆 @O 与 BD 相交 于 下 .( 图 2-4-243) 

求证 :BF 二 2AE. 
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分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 A 、 眉 、F、D 四 点 共 
圆 ,可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 

由 于 了 人 ADE 二 人 BDE ,这 两 个 角 都 是 圆周 角 , 结 
论 中 出 现 的 AE 是 了 ADE 所 对 的 弦 , 而 二 BDE 所 对 
的 弦 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 这 条 弦 添 上 .于 是 联结 EF 
(图 2-4-244) ,可 得 AE 二 EF. 这 样 问题 就 转化 为 证 
BF=2FE. 

又 因为 A\E、FD 四 点 共 圆 , 且 D、F、B 成 一 直 
线 , 所 以 可 应 用 圆周 角 的 基本 图 形 也 就 是 圆 内 接 四 边 
形 的 性 质 , 可 得 BFE 二 LEAD( 图 2-4-245). 于 是 
就 出 现 了 EF 是 ABAD 内 一 条 边 DA 的 逆 平 行 线 
段 , 从 而 可 以 应 用 逆 平 行 线 相似 三 角形 进行 证 明 . 

于 是 由 人 BFE 二 人 EAD, /FBE 一 人 ABD, 可 


Z WW Ee 》 BE AB 
得 人 BEFuw 人 BDA( 图 2-4 246) ,所 以 EF 二 AD: 


但 已 知 AB 二 AC, 且 DD 是 AC 的 中 点 ,所 以 ,和 


a eh 
一 2, 即 A 万 一 2, 从 而 可 证 明 元 六 一 2 


【 例 17】 已 知 :OA、OB 是 @OO 的 半径 ,OA | 
OB , 弦 BC、BD 分 别 交 OA 于 EF.( 图 2-4-247) 

求证 :BC 。 BE 二 BD .BF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 BC ， BE 二 BF .BD 
是 线段 之 间 的 比例 关系 ,首先 进行 描 图 , 搞 清楚 比例 
线段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 , 两 组 相 乘 线段 BC、BE 和 
BD 、BF 分 别 重 色 在 一 直线 上 (图 2-4-248), 所 以 可 
应 用 或 添加 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

这 两 组 重奏 的 相 乘 线段 有 一 个 公共 端点 B ,添加 
的 方法 就 是 将 端点 和 端点 、 内 分 点 和 内 分 点 分 别 联结 
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透明 的 几何 
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起 来 .于 是 联结 CD (图 2-4-249), 可 得 EF .CD 必定 是 一 组 逆 平 行 线 , 人 BEF 
和 和 ABPDC 就 是 由 三 角形 内 一 条 边 的 逆 平 行 线段 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 . 

这 样 问题 就 转化 为 证 BC。BE=BD，。BF 的 等 价 性 质 人 BEF= 人 BDC. 

(1) 由 于 OA 、OB 是 @O 的 半径 ,OA | 0B, 出 现 了 半径 的 垂 线 ,因此 可 
添加 过 半径 外 端的 垂 线 , 转 化 为 弦 切 角 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 于 是 过 已 作 BG 
OB( 图 2-4-250), 可 得 BG 与 @O 相 切 于 也 ,而 BC 是 过 切 点 的 弦 , 所 以 
ZGBC= BDC. 

又 因为 BG / OA, 所 以 人 GBC 二 人 BEF (图 2-4-251), 从 而 就 可 证 明 
LBEF= /BDC. 

(2) 由 二 BDC 是 一 个 圆周 角 ( 图 2-4- 252) ,应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 
质 ,可 得 二 BDC 的 度数 等 于 BC 的 度数 的 一 半 , 也 就 是 AB 和 AC 的 度数 之 和 
的 一 半 . 

而 和 BEF 是 一 个 圆 内 角 ,应 用 圆 内 角 的 性 质 , 它 的 度数 应 等 于 它 和 它 的 对 
顶 角 所 对 的 弧 的 度数 之 和 的 一 半 ,现在 这 个 圆 内 角 所 对 的 弧 尚 未 出 现 , 于 是 要 将 


图 多 =4=250 图 .2=4=251 图 2-4=-252 
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它 所 对 的 弧 作 出 来 , 即 延 长 AO 交 @O 于 G. 所 以 
BEF 的 度数 就 等 于 BG 和 AC 的 度数 之 和 的 一 半 . 

由 OA、OB 是 @O 的 半径 ,OA LOB ,应 用 圆心 
角 的 性 质 ,可 得 AB 和 BG 的 度数 都 是 90", 所 以 分 析 
可 以 完成 . 

【 例 18〗 已 知 : AABC 内 接 于 QO,AD 是 
BAC 的 平分 线 ,AD 的 延长 线 与 ©@O 相交 于 EE,BF 
| AEF, 重 足 是 FF.( 图 2-4-253) 

求证 :AB: 一 2BF? 二 AB 。 AC 一 2AF .EF. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 出 现 了 AD 是 二 BAC 的 平 
分 线 , BF _| AF 是 向 角 平分 线 AD 所 作 的 垂 线 (图 2- 
4-254), 所 以 可 得 到 一 个 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 
基本 图 形 . 

由 于 这 个 等 腰 三 角形 是 由 角 平 分 线 AD 的 垂 线 
BF 和 角 的 两 边 AB、AC 相交 得 到 的 ,而 现在 BF 尚未 
和 角 的 一 边 AC 相交 ,应 将 它们 延长 到 相交 .于 是 延长 
BF 交 AC 的 延长 线 于 G, 并 设 BG 交 @O 于 互 (图 2- 
4- 255) ,可 得 AABFSAAGF,AG=A4B,BF=GF. 

本 题 要 证 明 的 结论 是 AB’ 一 2BF’ 一 AB， AC 一 
2AF。EF. 由 于 等 式 两 边 都 出 现 了 AB, 因 此 可 先 移 
项 和 提取 公 因 式 转 化 为 AB (AB 一 AC) 一 2BF? 
2AF . EF. 

而 AB(AB 一 AC) 二 AG(AG 一 AC)= 琶 AG， CG, 于 
是 问题 就 转化 为 证 AG * CG 二 2BF? 一 2AF ， EF. 

这 是 线段 之 间 的 比例 关系 式 ,首先 进行 描 图 ; 搞 
清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,AG 和 CG 这 一 组 相 乘 线段 
重 又 在 一 直线 上 (图 2-4-256), 可 应 用 逆 平 行 线 型 


183 


第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


图 2 一 4=256 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


fs 


及 ”站 “家 


图 2=-4-257 


相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 现在 出 现 的 是 由 圆 外 一 点 G 所 作 的 圆 的 两 条 
割 线 , 因 此 可 直接 应 用 割 线 定 理 得 AG * CG 二 BG ， 
HG. 而 BG=2BF, HG==GF 一 HF, 所 以 AG， CG= 
2BF (GF — HF) = 2BF (BF — HF) = 2BF’ 一 
2BF » HF. 

将 这 个 关系 式 与 要 证 的 结论 相 比 较 , 即 可 将 问题 
转化 为 证 AF . EF 二 BF 。 HEF. 

而 BH 和 AE 是 ©@O 中 相交 于 点 下 的 两 条 弦 , 可 
直接 应 用 相交 弦 定 理 , 实 际 上 就 是 再 应 用 一 次 逆 平 行 
线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 ( 图 2-4-257)， 
就 可 证 明 上 述 性 质 ,分 析 就 得 以 完成 . 

【 例 19】 已 知 :四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 联 
结 BD,DE | BC, 垂 足 是 羽 ,DF | AB, 垂 足 是 下 .( 图 
2-4-258) 

求证 :BC ，。 BE 十 BA ， BF=BD?. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 BC ， BE 十 BA ， BF 
三 BD? ,出 现 了 线段 两 两 积 的 和 的 关系 ,是 线段 之 间 
的 比例 关系 . 拿 到 一 个 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清 
楚 比 例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 , BC、BE,BA、BF 这 两 组 相 
乘 线 段 分 别 重 伙 在 一 直线 上 (图 2- 4 259), 可 添加 
逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 过 端 
点 和 内 分 点 作 逆 平 行 线 . 于 是 ,首先 取 过 端点 或 内 分 点 
的 线段 为 逆 平 行 方向 线段 . 

由 于 过 内 分 点 C 有 线段 CD, 过 端点 玉 有 线段 
ED ,而 条 件 给 出 了 DE | BC, 垂 足 是 琅 , ED 是 和 条 
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件 有 关 的 线段 ,因此 选取 ED 为 逆 平 行 方 向 线段 (图 2 
—4—260). 
因为 北平 行 方向 线段 过 端点 上 ,所 以 道 平行 线 应 
过 内 分 点 C 作 . 于 是 过 点 C 作 一 条 线段 和 BD 相交 于 
目 应 满足 BGC 二 人 BED( 图 2-4- 261). 而 由 条 
件 DE | BC, 垂 足 是 EF, 可 得 人 BED 二 90", 所 以 
之 BGC 应 等 于 90 ,也 就 是 CG 应 和 BD 垂直 .于 是 过 
C 作 CG | BD, 垂 足 是 G, 可 得 人 BGCoABED ,也 


BG BC 
就 可 推 得 二 BD’B30* . BD= BC . BE. 


同 理 ,过 A 作 AH | BD, 稚 足 是 日 (图 2-4- 
262) ,可 得 人 BHA 人 BFD ,进一步 可 推 得 一 


BA 
BD 


,BH » BD=BA . BF. 
所 以 结论 中 的 BC .BE 二 BA .BF 就 等 价 于 
BG， BD 十 BH。BD==BD(BG 十 BH), 于 是 就 要 证 
明 BD? = BD (BG 十 BH), 即 证 明 BD = BG 十 
BH. 而 BD 二 BG 十 DG, 于 是 问题 又 转化 为 证 明 BH 
=DG. 

由 于 这 两 条 要 证 明 相 等 的 线段 位 于 一 个 平行 四 
边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,因此 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 . 

根据 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,就 能 找到 这 对 
全 等 三 角形 是 人 ABH 和 ACDG( 图 2-4- 263). 全 等 
的 条 件 是 AB = CD, ABH = ZCDG, AHB = 
LCGD=90". 
所 以 了 互 二 DC 就 可 以 证 明 , 分 析 也 就 得 以 完成 . 
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图 2-4-268 


D 


【 例 20】 已 知 :平行 四 边 形 ABCD 中 ,©O 过 点 
B 且 分 别 交 BC、BD、BA 于 EF、G.( 图 2-4-264) 

求证 :BE 。BC 十 BG * BA 二 BF .。BD. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 BE * BC 十 BG ， BA 
三 BF。BD, 出 现 了 线段 两 两 积 的 和 的 关系 ,是 线段 
之 间 的 比例 关系 . 

拿 到 一 个 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 
线段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,三 组 相 乘 线段 BE 、BC, BG、 
BA ,BF 、BD 都 重 至 在 一 直线 上 ,可 添加 逆 平 行 线 型 
相似 三 角形 进行 证 明 , 而 且 从 哪 一 组 重 和 至 的 相 乘 线段 
开始 进行 讨论 就 出 现 了 三 种 情况 . 

(1) 若 选取 BE 、BC 这 一 组 重 和 至 的 相 乘 线段 开始 
进行 讨论 (图 2-4- 265), 则 由 于 BE、BC 具有 公共 
端点 也 ,因此 添加 的 方法 是 过 端点 C 和 内 分 点 下 作 逆 
平行 线 . 

因为 OO 与 BC、BD 分 别 相交 于 天 .FF,EF 就 是 
@O 内 的 一 条 弦 , 所 以 可 联结 EF( 图 2-4-266), 并 
取 EF 为 逆 平 行 方 向 线段 . 

由 于 逆 平 行 方向 线段 EF 过 内 分 点 下 ,因此 应 过 
端点 C 作 逆 平行 线 , 即 过 点 C 作 一 条 线 和 BD 相交 于 
五 , 且 应 满足 BC 一 BFE. 于 是 以 CB 为 边 .C 为 
顶点 , 作 人 人 BCH = 二 ABFE 交 BD 于 有 H( 图 2-4- 


和 aa 了 

267). 可 得 人 BEFOABHC. 也 就 可 推 得 BF 二 BC， 
BE . BC=BF . BH. 

同 理 ,联结 FG 后 ,以 AB 为 边 `A 为 项 点 , 作 


ZBAIT 二 BFG 交 BD 于 I( 图 2- 4 268); 可 得 
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和 人 BGFcpABIA， 也 就 可 推 得 BF 一 Bi ,BG 。BA 一 


BF 。BT. 

这 样 结论 中 出 现 的 BE，。 BC 十 BG，。BA 就 等 于 
BF，。BH 十 BF，BI, 也 就 是 BF(BH 十 BT). 

问题 就 转化 为 证 明 BF(BH 十 BI)==BF ， BD， 
即 证 BH 十 BI 二 BD. 但 BH 十 DH 二 BD ,于 是 问题 又 
应 转化 为 证 明 BI==DH. 

由 于 这 两 条 要 证 明 相等 的 线段 位 于 一 个 平行 四 
边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,因此 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 
角形 进行 证 明 . 

根据 平行 四 边 形 的 中 心 对 称 部 分 ,就 能 找到 这 对 
全 等 三 角形 应 是 八 ABI 和 八 CDH (图 2-4-269), 全 
等 的 条 件 已 经 有 AB 二 CD ,人 ABI 二 人 CDH ,还 缺少 
一 个 条 件 . 

由 BE、FG 四 点 共 圆 ,应 用 圆 内 接 四 边 形 的 性 

质 即 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 可 得 ABC 十 人 EFG 
二 180 (图 2-4-270). 而 应 用 平行 四 边 形 的 性 质 ,可 
得 ABC 十 人 BCD==180", 故 人 EFG= 人 BCD. 又 由 
LBCH = LBFE, 可 推 得 人 BFG = LDCH .而 
芝 BFG 二 人 BAT ,就 可 证 明 人 人 BAI 二 人 DCH . 

从 而 就 能 证 明和 八 ABI 宇和 八 CDH ,BI== DH ,分 析 
也 就 得 以 完成 . 

(2) 若 分 析 是 从 BF、BD 这 一 组 重 等 的 相 乘 线 
段 出 发 (图 2-4-271), 则 可 添加 逆 平 行 线 型 相似 三 
角形 进行 证 明 . 

由 于 BF 、BD 这 两 条 重 琶 的 相 乘 线段 有 公共 端 
点 B, 因 此 添加 的 方法 是 过 端点 D 和 内 分 点 下 作 逆 
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图 2-4-276 


已 知 ©0O 与 BC、BD 分 别 相交 于 EE、F ,EF 就 是 
一 条 弦 , 于 是 联结 EF (图 2-4-272), 并 取 EF 为 逆 
平行 方向 线段 ,由 于 EF 过 内 分 点 下 ,因此 应 过 端点 
DD 作 逆 平行 线 ( 图 2-4-273). 于 是 以 DB 为 边 .D 为 
顶点 , 作 芝 BDH 二 人 BEF 交 BC 的 延长 线 于 互 .可 得 


BE BF 


A 人 ABEFWABDH, ' 也 就 可 推 得 85 二 BH 


BF .s BD 


=BE. BH. 
同 理 ,联结 EG 后 ,以 AB 为 边 、A 为 顶点 , 作 
BAI== LBEG 交 BC 于 1( 图 2-4-274). 可 得 


人 BGEWABIA, 也 就 可 推 得 一 = 让 ， BG .BA= 


BE . BI. 

这 样 要 证 明 的 结论 BE ， BC 十 BG ， BA = 
BF 。BD 就 转化 为 BE ， BC 十 BE .BT 一 BE ， BH.,， 
并 进一步 转化 为 BE(BC 十 BI) 二 BE，。 BH , 即 BC 十 
BI=BH. 

但 BC 十 CH 二 BH ,所 以 问题 又 转化 为 证 明 BI 


由 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 , 且 B.、C、 互 成 
一 直线 , 应 用 平行 四 边 形 的 性 质 可 得 AB = DC， 
了 ABI 二 人 DCH ,所 以 人 ABI 和 八 DCH 是 一 对 平 
移 型 全 等 三 角形 (图 2-4-275), 而 要 证 明 这 两 个 三 
角形 全 等 ,还 缺少 一 个 条 件 . 

由 人 ABGEcABIA ,可 得 人 BGE 二 人 BIA. 由 B、 
下 下.G 四 点 共 圆 ,应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 可 
得 LBGE 一 人 BFE( 图 2-4-276). 
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而 由 人 BEF c 人 ABD 末 ,又 可 得 LBFE = 
BHD ,从 而 可 得 人 BIA 二 人 人 CHD. 

从 而 就 能 证 明令 ABI 宇 人 入 DCH , BI 二 CH ,分 析 
也 就 得 以 完成 . 

【 例 21】 已 知 :以 AB 为 直径 的 半圆 O 中 , 蓄 
AC、BD 相交 于 EE.( 图 2-4-277) 

求证 :AE .AC 十 BE 。BD 一 AB2. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 AB 是 半圆 O 的 直径 (图 2 
-4-278), 于 是 可 应 用 直径 的 性 质 , 也 就 是 半圆 上 的 
圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 

现在 图 形 中 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 C、D，, 而 没有 
圆周 角 ,所 以 应 将 圆周 角 添 上 ,也 就 是 联结 AD 、BC， 
可 得 ADB 二 人 ACB= 二 90"( 图 2-4-279). 

本 题 要 证 明 的 结论 是 AE . AC 十 BE ， BD = 
AB? ,出 现 了 线段 两 两 积 的 和 的 关系 ,所 以 是 线段 之 
间 的 比例 关系 . 拿 到 一 个 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 
清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,AE 、AC,BE、BD 这 两 组 相 
乘 线段 分 别 重叠 在 一 直线 上 (图 2-4-280), 所 以 可 
添加 逆 平行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .添加 的 方法 是 
过 端点 和 内 分 点 作 逆 平行 线 . 

于 是 ,首先 取 过 端点 或 内 分 点 的 线段 为 逆 平 行 方 
向 线段 . 

由 于 过 内 分 点 玉 有 线段 EB ,过 端点 C 有 线段 
CB ,而 已 经 证 明 CB | AC,CB 是 和 条 件 有 关 的 线段 ， 
因此 选取 CB 为 逆 平 行 方向 线段 (图 2- 4- 281). 

由 于 逆 平 行 方向 线段 过 端点 C, 因 此 过 内 分 点 上 
作 逆 平行 线 , 也 就 是 过 点 已 作 EF | AB, 垂 足 是 下 (图 
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也 -一 一 


图 '2=-4=-281 
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A | a. 


图 2-4- 285 


2-4-282) ,就 可 得 人 AEFWwWA 八 ABC， 也 就 可 推 得 全 A 


AE 
=AB’AEF: . AC=AF ， AB. 


BF BE 
和 人 BAD( 图 2-4-283). 也 就 可 进 一 步 推 得 5 FA， 


BE . BD=BF .BA. 

所 以 结论 中 要 证 明 的 AE。AC 十 BE。BD 就 转 
化 为 AF . AB 十 BF . BA 二 AB(AF 十 BF). 

而 AF 十 BF 就 等 于 直径 AB, 所 以 分 析 就 得 以 
完成 . 

(二 ) 三 角形 外 的 逆 平 行 线 型 

AABC 中 ,D 是 BA 的 延长 线 上 一 点 ,也是 CA 
的 延长 线 上 一 点 , AED = ABC 一 人 AAFED cn 
人 ABC 二 AD . AB 一 AE.， AC,D、B、C、E 四 点 共 辆 
(图 2-4-284) 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 相 乘 两 线段 重 赫 在 一 直线 
上 的 情况 时 ,可 应 用 或 添加 由 三 角形 外 一 条 边 的 逆 平 
行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 
方法 是 过 端点 和 端点 作 道 平行 线 . 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 两 组 相 乘 线段 都 重生 在 一 
直线 上 , 且 在 内 分 点 相交 的 情况 时 ,就 可 以 应 用 或 添 
加 由 三 角形 外 一 条 边 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 
了 证明. 添加 的 方法 是 将 两 组 端点 分 别 

类 结 ,这 两 条 连 线 一 定 是 逆 平 行 线 . 

【 例 22】 已 知 :AB 是 @OO 的 直径 ,CD 是 @O 的 
一 条 弦 ,CD | AB ,延长 BA 到 万 ,CE 与 OO 相交 于 
下 ,DF .AB 相交 于 G.( 图 2-4- 285) 
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求证 :EG 。 OG= 二 FG 。DG. C 
分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 EG ，0O0G = 二 FG ， DG， x 一 
是 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 B- 一 败 B 


A 
线段 之 间 的 位 置 关系 . SN sh 


经 过 描 图 可 以 发 现 ,两 组 相 乘 线段 EG、OG 和 所 
FG .DG 都 分 别 重 乔 在 一 直线 上 (图 2-4- 286) ,可 应 
用 或 添加 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 这 两 组 重 芭 的 相 乘 线段 在 内 分 点 G 相交 , 因 
此 添加 的 方法 是 将 四 个 端点 两 两 联结 起 来 .于 是 联结 
DO( 图 2-4-287), 可 得 EF、DO 必定 是 道 平行 线 ， 
人 和信 EGF 和 APDCO 是 由 三 角形 外 一 条 边 的 道 平行 线 
段 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 . 

(1) 这 样 问题 就 转化 为 要 证 EG。OG=FG 。… 
DG 的 等 价 性 质 ZGEF 一 GDO. 

由 CD|AB, 可 得 LGEF 十 人 人 ECD 二 90", 于 是 
问题 转化 成 证 GDO 十 ECD 也 等 于 90". 这 是 两 个 
角 的 和 的 问题 ,所 以 可 根据 角 的 和 的 定义 ,将 这 两 个 
角 拼 到 一 起 . 

@ 如 选择 将 人 GDO 拼 到 LECD 的 边 EC 的 外 me ey 


侧 , 也 就 是 作 人 FCH 二 LGDO( 图 2- 4- 288) ,那么 i 
LDCH 就 应 等 于 90" | 
而 人 DCH 是 @O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 DH 应 是 了 一 B 
@O 的 直径 ,于 是 直接 作出 直径 ,也 就 是 延长 DO 交 We /7 
@O 于 理 , 联 结 CH( 图 2-4-289). 二 
那么 ,由 D.C、H、F 四 点 共 圆 , 可 得 ZGDO pe 
=/AFCH. 


又 因为 DH 是 ©O 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 点 ， 
所 以 LZDCH 二 90", 也 就 是 <FCH 十 人 人 ECD 一 90", 从 
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图 2 一 4 一 290 
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图 2-4-291 


图 2-4=292 


而 就 可 推 得 GDO 十 ECD=90", 所 以 AGEF = 
GDO 就 可 以 证 明 . 

而 由 EO、DF 相交 于 G, 又 可 得 人 EGF = 
DGO, 所 以 AEGFco ADGO ,分 析 就 得 以 完成 . 

@ 如 选取 将 LGDO 拼 到 人 ECD 的 边 CD 的 外 
侧 , 也 就 是 作 了 DCH = 二 人 GDO( 图 2- 4 290), 那 么 
了 FCH 等 于 90", 而 人 FCH 是 @O 的 一 个 圆周 角 ,所 
以 FH 应 是 ©O 的 直径 ,于 是 直接 作出 直径 ,也 就 是 
联结 FO ,延长 FO 交 @O 于 互 ,联结 CH( 图 2-4- 
291). 由 FH 是 @O 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 点 ,可 得 
了 FCH= 二 90", 也 就 是 DCH 十 人 ECD==90". 

这 样 问题 就 转化 为 证 明 人 LGDO 二 人 DCH. 由 于 
OD OF 是 ©O 的 两 条 半径 ,当然 相等 ,因此 CDO 
三 LOFD, 这样 问 题 又 转化 为 证 明 人 OFD = 
芝 DCH. 由 条 件 D、H、C、F 四 点 共 圆 ,所 以 这 两 个 角 
相等 就 可 以 证 明 , 从 而 就 可 推 得 LGDO 十 人 ECD = 
90, 所 以 LGEF 二 人 GDO 就 可 以 证 明 . 而 由 EO、DF 
相交 于 G, 又 可 得 人 人 EGF 二 人 DGO, 故 AEGF 吃 
人 DGO ,分析 就 得 以 完成 . 

@ 如 选择 将 人 FCD 拼 到 LGDO 的 边 DG 的 外 
侧 , 也 就 是 作 人 FDH = 人 FCD, 那 么 人 ODH 等 于 
90", 于 是 作 DH_|LOD( 图 2-4-292). 

而 OD 是 @O 的 半径 ,所 以 HD 就 是 @O 的 切 
线 ,并 且 与 OO 在 点 D 相 切 ,从 而 可 应 用 弦 切 角 的 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

由 DF 是 过 切 点 卫 的 弦 , 可 得 RDF = 
上 芝 FCD ,从 而 就 可 推 得 LGDO 十 人 人 ECD 二 90", 所 以 
GEF 一 GDO 就 可 以 证 明 , 而 由 EO、DF 相交 于 
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G, 又 可 得 LEGF = 二 人 DGO, 所 以 人 EGF WA 人 DGO， 
分 析 就 得 以 完成 . 

图 如 选择 将 人 FCD 拼 到 LGDO 的 边 DO 的 外 
侧 , 也 就 是 作 了 ODHH = 人 FCD ,那么 人 FDH 就 应 等 
于 90"( 图 2-4-293). 

而 和 FDH 是 @O 的 一 个 圆周 角 , 所 以 FH 是 
@O 的 直径 ,于 是 直接 作出 直径 ,也 就 是 联结 FO , 延 
长 FO 交 @O 于 互 ,联结 DH( 图 2-4-294). 

由 FH 是 @O 的 直径 ,D 是 半圆 上 的 一 点 ,可 得 
了 FDH = 二 90", 也 就 是 人 GDO 十 人 ODH 二 90°, 这 样 问 
题 就 转化 为 证 明了 LODH== 人 FCD. 

由 于 OD、OH 是 @O 的 两 条 半径 ,当然 相等 , 因 
此 LODH = 二 LOHD, 这 样 问题 又 转化 为 证 明 
了 OHD 二 人 FCD. 因 为 D、H、C、F 四 点 共 圆 ,所 以 这 
两 个 角 相 等 就 可 以 证 明 .从 而 就 可 推 得 人 GDO 十 
FECD=90", 所 以 AGEF= GDO 就 可 以 证 明 . 而 
由 EO、DF 相交 于 G, 又 可 得 人 EGF 二 人 DGO, 所 以 
AEGFcADGO ,分析 就 得 以 完成 . 

(2) 当 问 题 转化 为 证 GEF = 二 人 GDO 后 ,由 于 
人 GDO 是 @O 的 一 个 圆周 角 , 因此 可 应 用 圆周 角 基 
本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 但 二 CDO 的 一 条 边 DO 尚未 
和 @O 相交 (图 2-4-295), 所 以 应 先 将 DO 延长 到 
与 @O 相交 .于 是 延长 DO 交 @O 于 五 ,联结 CH (图 
2-4-296). 由 DC、H、F 四 点 共 圆 ,可 得 人 GDO= 四 6 
芝 FCH ,所 以 问题 转化 成 证 人 FCH 二 人 GEF. 

又 因为 DH 是 ©O 的 直径 ,C 是 半圆 上 的 一 点 ， 

所 以 人 DCH =90", HC | CD. 又 由 CD | AB, 可 得 
HCV EB. 这 两 条 平行 线 可 以 看 作 被 CE 所 截 ， 
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图 2-4-301 


人 FCH 和 LGEF 是 一 组 内 错 角 ,于 是 可 应 用 与 内 错 
角 有 关 的 平行 线 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 , 就 可 得 
ZFCH=AGEF( 图 2-4-297). 

从 而 就 可 推 得 LGEF 二 人 GDO, 而 由 EO、DF 相 
交 于 G, 又 可 得 人 EGF = LDGO, 所 以 人 EGF 
和 ADGO ,分析 就 得 以 完成 . 

(3) 当 问 题 转化 为 证 GEF 二 LGDO 后 ,由 于 
芝 GEF 是 OO 的 一 个 圆 外 角 ( 图 2-4- 298) ,根据 圆 外 
角 的 性 质 , LGEF 等 于 BC 和 AF 所 对 的 圆周 角 之 差 . 

而 由 CD | AB, 且 AB 是 ©O 的 直径 ,可 得 BC 
=BD. 

所 以 问题 又 转化 为 证 人 GEF 等 于 BD 和 AF 所 
对 的 圆周 角 之 差 .但 现在 图 形 中 这 两 条 弧 所 对 的 圆周 角 
都 尚未 出 现 ,所 以 应 先 将 这 两 个 圆周 角 添 上 .于 是 联结 
AD( 图 2-4- 299) ,可 得 BD 所 对 的 圆周 角 BAD, 同 
时 可 得 AF 所 对 的 圆周 角 人 ADF. 于 是 可 得 人 GEF = 
芝 BAD 一 人 ADF ,又 因 为 0A = 二 0D, 所 以 LOAD = 
AODA ,从 而 可 得 GEF = /AODA 一 AADF, 即 
了 GEF 王 人 GDO, 所 以 分 析 就 得 以 完成 . 

(4) 本 题 的 分 析 在 得 到 AEGF 和 八 DGO 是 由 三 
角形 外 一 条 边 的 逆 平 行 线段 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 
三 角形 后 ,问题 也 可 转化 为 证 EG ， 0G 二 FG ，DG 
的 等 价 性 质 人 EFG 二 人 DOG( 图 2-4- 300). 

由 下 .D、B\C 四 点 共 圆 , 且 、F、C 成 一 直线 ,可 
应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 , 即 圆 内 接 四 边 形 的 性 
质 进 行 证 明 . 但 现在 图 形 中 这 个 圆 内 接 四 边 形 尚 不 完 
整 , 所 以 应 先 将 这 个 圆 内 接 四 边 形 添 完 整 .于 是 联结 
BC、BD, 可 得 EFG= 二 ACBD( 图 2-4- 301). 这 样 问 
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题 就 转化 为 证 LCBD 二 LDOA. 由 于 LCBD 是 ©O 的 
一 个 圆周 角 , 所 以 LCBD 的 度数 到 CAD 的 度数 ,又 


因为 CD LAB, 且 AB 是 ©O 的 直径 ,所 以 AC= AD， 
从 而 可 得 人 CBD 的 度数 二 AD 的 度数 .又 由 DOA 是 
©O 的 一 个 圆心 角 , 故 人 DOA 的 度数 二 AD 的 度数 ,从 
而 就 可 证 明 人 CBD 二 人 人 DOA ,分 析 就 得 以 完成 . 

(三 ) 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 型 

人 ABC 中 ,D 是 AB 上 的 一 点 ,ACD= 二 ABC 
-> AACD ww AABC > AC! = AD ， AB, AC 与 
ABCD 的 外 接 圆 相 切 于 C( 图 2-4-302) 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 两 组 相 乘 两 线段 重生 在 一 
直线 上 , 且 其 中 一 组 是 线段 的 平方 的 情况 时 ,可 以 应 
用 或 添加 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 
型 相似 三 角形 进行 证 明 , 这 时 过 端点 、 内 分 点 和 重合 
顶点 的 连 线 就 是 逆 平 行 线 . 


于 
3 


AC,O 〇 是 AB 上 的 一 点 ,以 O 为 圆心 作 半圆 ,AB 交 
半圆 O 〇 于 DD\E,BC 与 半圆 O 相 切 于 下 ,联结 EF ,过 
EF 作 EH | FE 交 BC 的 延长 线 于 及 ,AC、EH 相交 
于 G.( 图 24= 303) 

求证 :CH 二 2CG. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 是 CH=2CG, 由 HE | 
FE, LHEF 二 90", 且 HCG = 二 90", 可 知 CG 是 
和信 HEF 内 一 条 边 EF 的 逆 平 行 线 , 于 是 可 应 用 由 三 
角形 内 一 条 边 的 递 平行 线 得 到 的 北平 行 线 型 相似 三 
角形 进行 证 明 , 可 得 AHGCoAHFE( 图 2-4-304)， 


【 例 23】 已 知 : 人 ABC 中 ,了 ACB 二 90°,BC= 
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透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 
HC .O06 HC HE 
所 UE- EF" OG BE 


这 样 问题 就 转化 为 证 明 HE 二 2EF. 

由 于 BH 与 半圆 O 相 切 于 点 下 ,因此 可 应 用 切 
线 的 性 质 , 即 切线 垂直 于 过 切 点 的 半径 的 性 质 进行 
证 明 . 但 现在 图 形 中 是 有 切线 ,而 没有 过 切 点 下 的 半 
径 , 所 以 应 先 将 这 条 半径 添上 ,于 是 联结 OF (图 2- 
4=- 305)s 可 得 OF 1 BC, 了 OFB=90、 

又 因为 OF .OF 是 同 圆 的 两 条 半径 , 即 OF = 
OF ,所 以 应 用 等 腰 三 角形 的 性 质 , 可 得 人 OEF = 
LOFE, 而 人 FEH ==90", 所 以 人 人 BFE 二 人 BEH , 那 
么 FE、EH 是 两 条 逆 平 行 线 , 八 BEF 和 八 BHE 就 是 
一 对 由 过 三 角形 顶点 的 闭 平 行 线 得 到 的 道 平行 线 弄 
EF BF 


HE BE: 
这 样 问题 又 进一步 转化 为 证 明 BE 二 2BF. 因 为 


BC 一 兮 AC, 且 已 经 证 明 OF //AC, 所 以 OF 是 


和信 BAC 内 一 条 边 AC 的 平行 线段 (图 2-4-307), 从 
而 可 应 用 由 三 角形 内 一 条 边 的 平行 线 得 到 的 平行 线 
型 相似 三 角形 进行 证 明 , 可 得 人 BOFcABAC, 所 以 


BF_ OF Br 
BC 一 AC* 也 就 可 得 OF 一 AC 一 3 


这 是 直角 三 角形 两 条 直角 边 之 间 的 数量 关系 ,可 
应 用 勾 股 定理 进行 证 明 . 在 直角 三 角形 OBF 中 ,OB 


:BF= TOF 


一 OFz 十 BFs .BF 二 全 OF ,计算 可 得 OB = 二 OF ,所 


以 OF 一 三 OB,BF 一 二 OB, 于 是 BE=0OB+OE= 


OB 二 OF 一 OB 二 二 OB 一 三 OB ,也 就 可 以 证 明 BE 二 


2BF ,分 析 就 得 以 完成 . 

【 例 24】 已 知 :AABC 中 ,AD 是 人 BAC 的 平分 
线 ,AD 的 垂直 平分 线 交 AD 于 已 , 交 BC 的 延长 线 于 
F.( 图 2-4- 308) 

求证 :FD? 二 FC 。FB. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 FD? 二 FC，。FB 是 线段 
之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 
间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,两 组 相 乘 线段 FD、FD 和 
FC、FB 都 重生 在 一 直线 上 (图 2-4- 309), 可 应 用 或 
添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 现在 FD 也 重 笃 在 FB 上 ,因此 它们 不 可 能 
直接 组 成 相似 三 角形 ,必须 使 FD“ 离开 ”FB. 

又 因为 EF 是 AD 的 垂直 平分 线 , 所 以 可 应 用 线 
段 的 垂直 平分 线 的 性 质 , 即 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 
基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ( 图 2-4-310). 由 于 这 个 
等 腰 三 角形 有 底 边 AD 和 一 条 腰 FD ,而 另 一 条 腰 尚 
未 出 现 ,因此 应 先 将 这 条 腰 添 上 .于 是 联结 FA (图 2- 
4-311), 可 得 FA = FD, 可 进一步 推 得 人 FAD = 
了 FDA ,所 以 问题 转化 为 证 FA* 二 FC ，FB. 

由 于 现在 这 两 组 重 又 的 相 乘 线段 有 公共 端点 下， 
且 比 例 关系 中 出 现 了 FA?( 图 2-4- 312), 因 此 可 应 
用 由 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相 
似 三 角形 进行 证 明 , 找 相似 三 角形 的 方法 是 由 端点 
B、 内 分 点 C 与 重合 的 端点 A 的 连 线 组 成 相似 三 角 
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图 .23=4=- 82 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


图 2=4=-314 
A 2 


图 多 = 水 = 315 


形 .于 是 可 找到 AC、BA 是 两 条 逆 平 行 线 , 从 而 
AABF 和 ACAF 是 由 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 
到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 ,问题 就 转化 为 证 FA 一 
FC。FB 的 等 价 性 质 了 FAC= 二 人 FBA. 

由 于 了 FAC 二 AFAD 一 人 CAD ,而 已 知 B.D、F 
成 一 直线 , 人 FDA 是 八 ABD 的 一 个 外 角 , 因此 
AFDA 二 LFBA 十 LDAB, 也 就 可 得 人 FBA = 
人 FDA 一 人 DAB, 又 因为 CAD 一 人 DAB, FAD 
三 人 FDA, 所 以 人 FBA = 一 FAC 就 可 以 证 明 . 而 
BFA=AFC 是 公共 角 , 从 而 就 可 以 证 明 人 AABF 
QACAF ,分 析 就 得 以 完成 . 

【 例 25】 已 知 : 八 ABC 内 接 于 @O, 延 长 AB 到 
D, 合 AD 一 AC,E 是 AC 上 的 一 点 ,AE 一 AB, 过 DD、 
EE 作 直 线 交 @O 于 下 .G, 联 结 AF、AG.( 图 2-4- 
313) 

求证 :AF . AG= 二 AB .AC. 

分 析 : 由 A、F、C、G 四 点 共 圆 ,可 以 应 用 圆周 角 
的 基本 图 形 性 质 进 行 证 明 .由 于 现在 图 形 中 ,圆周 角 的 
基本 图 形 尚 不 完整 ,因此 应 将 圆周 角 的 基本 图 形 添 完 
整 .于 是 联结 CF (图 2-4-314), 可 得 ~AGF = 
LACF, /ACF= /ACB+LBCE. 

由 A、B、F、C 四 点 共 圆 , 可 得 LBCF = 
了 FAD. 因 为 AB= 二 AE、AC 二 AD, 且 这 两 组 相等 线 
段 所 夹 的 人 BAC 和 LEAD 是 公共 角 , 所 以 可 证 明 
人 ABC 和 人 和 八 AED 是 一 对 轴 对 称 型 全 等 三 角形 (图 2 
-4 一 315), 从 而 就 可 证 明和 人 ACB== 人 ADE. 

而 由 D、F、G 成 一 直线 ,可 知人 AFG 是 AADF 
的 一 个 外 角 , 应 用 三 角形 外 角 定 理 , 可 得 人 AFG = 
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ADE 十 LFAD; 从 而 就 可 得 人 人 ACF 二 LACB 十 
LBCF=/ADE+ /FAD= /AAFG. 

因此 FE 是 AAFC 中 过 顶点 下 的 边 FC 的 逆 平 
行 线 , 可 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 北平 行 线 得 到 的 逆 平 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 可 得 AAFEcAA4ACF 
(图 2-4-316), 从 而 可 得 和 ACF 二 人 AFE 的 等 价 性 
质 AF: 二 AE。AC 成 立 . 而 AE 二 AB, 所 以 AF? 一 
AB . AC. 

因为 要 证 的 结论 是 AF，AG 二 AB。AC, 所 以 问 
题 转化 为 证 AF 二 AG. 它 们 是 两 条 具有 公共 端点 A 的 
相等 线段 ,可 组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 转化 为 
一 个 等 腰 三 角形 的 判定 问题 ,于 是 要 证 AFG = 
辽 AGF. 又 因为 这 两 个 角 都 与 <ACF 相等 ,所 以 分 析 
得 以 完成 . 

【 例 26】 已 知 : 八 ABC 中 ,ACB= 二 90",D 是 AB 
的 中 点 ,联结 CD,AF | CD, 垂 足 是 已,AF 、BC 相交 
于 (图 2=4=317) 

求证 :CA? 二 CF .。CB. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 人 ACB 二 90,D 是 AB 
的 中 点 ,出 现 了 直角 三 角形 的 斜 边 中 点 ,可 以 添加 或 
应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 
(图 2-4-318). 也 就 可 得 DC 二 DB, 作 DCB 是 等 腰 
三 角形 .并 可 进一步 推 得 人 人 DBC 二 DCB. 

又 因为 AF_ | CD , 垂 足 是 五 ,所 以 CE 是 直角 三 
角形 AFC 的 斜 边 AF 上 的 高 (图 2-4- 319), 于 是 应 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 
LECF= /CAF ,所 以 LCAF= 人 CBA. 
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图 2-4-318 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 儿 何 的 新 实践 | 


A C 


/ 2 人 


图 2-4-321 


图 2 一 4 一 323 


所 以 AF 是 ABAC 内 过 顶点 A 的 边 CA 的 逆 平 
行 线 (图 2-4-320), 可 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 逆 平 
行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .也 就 可 
得 人 ACFO ABCA ,从 而 就 能 证 明 人 CAF 二 人 CBA 


CA CB 局 
的 等 价 性 质 关 一 CA' 即 CA’= 二 CF。CB 成 立 . 


【 例 27】 已 知 : 人 ABC 中 ,D 是 AB 上 一 点 ,CE 
WBA,CE=BD,BE 交 CD.CA 于 F.G, /ABG= 
过 ACD.( 图 2-4- 321) 

求证 :FC? 二 FB ， FG. 

分 析 : 本 题 条 件 中 给 出 CE/ BD ,CE 二 BD, 同 时 
它们 的 四 个 端点 两 两 的 连 线 DC、BE 在 点 下 相交 (图 
2 一 4 一 322), 所 以 可 应 用 中 心 对 称 型 全 等 三 角形 进 
证 明 . 于 是 可 找到 这 对 全 等 三 角形 应 是 八 BFD 和 
和信 EFC ,全 等 的 条 件 是 BD==EC, 人 FDB = 人 FCE,， 
人 FBD 二 人 FEC. 可 进一步 推 得 FB==FE. 

这 样 问题 就 转化 为 证 FC? 二 FE ， FG. 

对 这 一 比例 关系 应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 

之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 , FE 、FG 这 两 条 相 乘 线段 重 
等 在 一 直线 上 (图 2-4-323), 可 应 用 逆 平 行 线 型 相 
似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 另 一 组 相 乘 线段 是 FC? ,因此 可 应 用 过 端点 
的 逆 平 行 线 组 成 的 相似 三 角形 进行 证 明 .可 以 找到 这 
对 相似 三 角形 是 AGCF 和 ACEF( 图 2-4-324). 问 
题 也 就 转化 为 证 FC? = 二 FE，FG 的 等 价 性 质 人 GCF 
一 CEF. 
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已 知 ZABG = ~ACD ,而 由 CE // BA, 可 得 
人 ABG 二 人 CEF ,所 以 <GCF 一 一 CEF 就 得 以 证 明 . 

(四 ) 直角 三 角形 中 的 逆 平 行 线 型 

人 ABC 中 ,ACB 二 90",CD | AB, 重 足 是 了 过 
AA4CDwAA4BC,ABCDwABAC=>A4AC:=AD ， AB, 
BC 二 BD，BA( 图 2-4- 325) 

显然 ,由 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 得 到 的 逆 平 行 线 


型 相似 三 角形 ,是 由 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 pA 
逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 特殊 情况 ,所 以 分 析 方 法 和 Ls A 
添 线 方法 完全 相同 ， i AN 

【多 28】 已 知 :AB 是 OO 的 直径 ,CB 与 QO 相 Re 
切 于 B,D 是 BC 上 的 一 点 ,AC、AD 分 别 交 @O 于 6 
E、F.( 图 2-4- 326) | 

求证 :AE， AC=AF .AD. # , BN n 

分 析 : (1) 本 题 要 证 明 的 结论 AE .AC = te 一 
AF . AD 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 ， 人 有 
搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . ws 


经 过 描 图 可 以 发 现 ,两 组 相 乘 线段 AE、AC 和 
AF AD 都 分 别 重奏 在 一 直线 上 (图 2-4-327), 可 应 
用 或 添加 北平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 这 两 组 重 又 的 相 乘 线段 有 一 个 公共 端点 A， 
因此 添加 的 方法 是 将 端点 和 端点 、 内 分 点 和 内 分 点 分 4 
别 联结 起 来 .于 是 联结 EF( 图 2-4- 328), 可 得 EF、CD 


必定 是 一 组 逆 平 行 线 ,人 AEF 和 人 ADC 是 由 三 角形 内 pn en 
一 条 边 的 逆 平 行 线段 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 . 图 2-4- 327 


这 样 问题 就 转化 为 证 AE. AC 二 AF， AD 的 等 
价 性 质 了 AFE= 人 ACD. 
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由 AFE 是 一 个 圆周 角 ( 图 2- 4 - 329) ,应 用 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ， 
可 得 人 AFE 的 度数 等 于 AE 的 度数 的 一 半 . 

而 了 ACD 是 一 个 圆 外 角 ( 图 2- 4- 330) ,应 用 圆 外 角 的 性 质 , 它 的 度数 等 
于 它 所 夹 的 两 条 弧 的 度数 之 差 的 一 半 , 也 就 是 AB 和 BE 的 度数 之 差 的 一 半 . 

因为 AB 是 ©O 的 直径 ,CB 与 @O 相 切 于 B,AB 就 是 半圆 ,所 以 AB 与 
BE 之 差 就 是 A 巨 ,分 析 得 以 完成 . 

(2) 由 AB 是 @O 的 直径 (图 2-4-331) ,可 以 想到 应 用 直径 的 性 质 , 也 就 
是 半圆 上 的 圆周 角 是 直角 的 性 质 进行 证 明 . 

现在 图 形 中 有 直径 AB ,有 半圆 上 的 点 已 ,但 没有 圆周 角 , 所 以 要 将 圆周 角 
添上 .于 是 联结 BE( 图 2-4- 332) ,可 得 一 AEB 一 90" 

因为 CB 与 @O 相 切 于 B, 应 用 切线 的 性 质 即 弦 切 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 
得 ABC=90"( 图 2-4-333), 所 以 BE 就 是 直角 三 角形 ACB 的 斜 边 AB 上 
的 高 ,从 而 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

又 因为 对 要 证 明 的 比例 关系 AE。 AC 二 AF。 AD 进行 描 图 ,可 以 发 现 
AE .AC 这 一 组 相 乘 线段 重 春 在 这 个 直角 三 角形 的 斜 边 上 ,所 以 可 应 用 道 平行 


图 2-4=331 图 2=4=- 332 图 有 = 本 = 333 
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线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .可 得 AAABFE 和 AACB 是 由 过 直角 三 角形 顶点 的 道 


平行 线段 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 (图 2-4-334)， 所 以 人 = 4， 


AE. AC=AB . AB=AB’. 

同 理 , 联 结 BF( 图 2-4-335), 可 得 AF.。AD 二 ABi? ,分 析 得 以 完成 . 

【 例 29】 已 知 : 八 ABC 内 接 于 @O,AD | BC, 重 足 是 站 ,AD 的 延长 线 与 
@O 相交 于 万 ,以 AD 为 直径 作 @O',AB 与 ©O 相交 于 下 ,AC 与 @O' 相 交 于 
G,AD、FG 相交 于 瓦 .( 图 2-4-336) 

求证 :AD:= 二 AH ， AE. 

分 析 : 由 AD 是 @O 的 直径 ,可 以 想到 应 用 直径 的 性 质 ( 图 2-4-337), 也 
就 是 半圆 上 的 圆周 角 是 直角 的 性 质 进行 证 明 . 

现在 图 形 中 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 下 ,但 没有 圆周 角 , 所 以 要 将 圆周 角 添 
上 .于 是 联结 DF( 图 2-4-338), 可 得 人 AFD==90", 

由 AD_LBC, 可 得 ADB 二 90", 所 以 DF 是 直角 三 角形 ABD 的 斜 边 AB 
上 的 高 (图 2-4-339), 从 而 可 应 用 直角 三 角形 佟 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 
进行 证 明 . 


图 2-4-335 
一 一 4 


> 


| 7/ \ 
VA ~ 
i Pp 
, 2 
a 
图 2=4=837 图 2-4-338 
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图 2-4-342 


又 因为 结论 中 出 现 了 AD? ,是 一 条 直角 边 的 平 
方 ,所 以 可 应 用 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 
行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .可 得 AADFcAABD， 
AD’ 一 AF，AB. 这 样 问题 就 转化 为 证 明 AF . AB= 
AH . AE. 

这 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,首先 应 进行 描 图 , 搞 
清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 .经 过 描 图 可 以 发 现 ,两 
组 相 乘 线段 AF 和 AB,AH 和 AE 分别 重 全 在 一 直 
线 上 ,可 添加 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 .由 于 它 
们 有 公共 的 端点 A ,因此 添加 相似 三 角形 的 方法 就 是 
将 端点 和 端点 ,内 分 点 和 内 分 点 分 别 联结 起 来 .于 是 联 
结 BE( 图 2-4-340), 可 得 人 AHF 和 入 ABE 是 一 
对 北平 行 线 型 相似 三 角形 . 

由 于 FH 和 BE 应 是 一 组 北平 行 线 ,因此 问题 就 
转化 为 证 AF，AB 二 AH，AE 的 等 价 性 质 了 AHF 
一 一 ABFE. 

因为 下 、 互 、CG 成 一 直线 , ZAHF 是 八 AGH 的 
一 个 外 角 , 所 以 LAHF == AGH 十 LCAH ,而 
ZABE == LCBE 十 LCBA, /ACAH (也 就 是 
LCAE) 和 LCBE 都 是 @O 中 CE 所 对 的 圆周 角 , 所 
以 LCAH 二 人 CBE( 图 2-4- 341). 这 样 问题 就 转化 
为 证 <AGH = 人 CBA. 

由 于 CBA 是 直角 三 角形 ABD 的 一 个 锐角 ,应 
用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 性 质 可 得 人 CBA = 
ADF( 图 2-4-342), 因 此 问题 就 转化 为 证 明 
ADF=AGF, 由 于 这 两 个 角 都 是 @O 中 AF 所 
对 的 圆周 角 , 因 此 相等 ,分 析 就 得 以 完成 . 
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如 果 需 要 集中 进行 这 类 基本 图 形 的 教学 ,可 以 在 
《几何 王 ) 坎 件 的 “智能 搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 得 选 
条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠标 悬 停 在 “相似 三 角形 ”, 最 
后 点 击 “ 逆 平行 线 型 ”, 就 可 以 将 所 有 有 关 逆 平行 线 型 
相似 三 角形 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 


三 、 旋 转型 


(一 ) 两 两 夹 等 角 的 比例 线段 得 到 的 旋转 型 

ZBAD=7ZCAE, ACB=— ZAED=> AABCe 
A 人 ADE, 人 和 ABDWAACE=>AB . AE=AC. AD 
(图 2-4-343) 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 由 一 点 发 出 的 四 条 两 两 交 
成 等 角 的 成 比例 线段 时 ,就 要 应 用 旋转 型 相似 三 角形 
进行 证 明 , 找 相似 三 角形 的 方法 是 将 由 这 个 公共 端点 
发 出 的 四 条 两 两 交 成 等 角 的 成 比例 线段 两 两 组 成 相 
似 三 角形 ,也 就 是 将 成 比例 的 四 条 线段 的 端点 两 两 联 
结 得 到 相似 三 角形 , 且 可 以 得 到 两 对 旋转 型 相似 三 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 由 一 点 发 出 的 四 条 两 两 交 
成 等 角 的 成 比例 线段 时 还 会 出 现 一 种 特殊 情况 ,就 是 
其 中 的 两 条 相 乘 线段 重生 在 角 平 分 线 上 ,此 时 仍然 要 
应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 , 找 相似 三 角形 的 方 
法 也 仍然 是 将 由 这 个 公共 端点 发 出 的 四 条 两 两 交 成 
等 角 的 成 比例 线段 两 两 组 成 相似 三 角形 . 

【 例 30】 已 知 :OO 与 @O' 相 交 于 A、B,、0O 的 
蓄 AC 交 0O' 于 D,、0' 的 蓄 AE 交 @O 于 下 ,联结 
BC、BD、BE、BF.( 图 2-4-344) 
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求证 :BC 。 BE 二 BD .BF. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 BC * BE 二 BD ，。BF 
是 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 
线段 之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 是 由 同一 点 B 发 出 的 四 条 
成 比例 线段 (图 2-4-345), 通 过 观察 可 以 判断 它们 
是 两 两 交 成 等 角 的 ,从 而 可 应 用 旋转 型 相似 三 角形 进 
行 证 明 . 

(1) 如 选取 BC、BD 组 成 人 ABCD ,那么 BF 、BE 
就 应 组 成 和 BFE. 问 题 也 就 转化 为 证 人 ABCD c 
ABFE( 图 2-4-346). 

由 A、C、B、F 四 点 共 圆 , 且 A、F、E 成 一 直线 ， 
可 得 人 BCD 二 人 BFE( 图 2-4- 347). 

同 理 , 由 A、D、B、E 四 点 共 圆 ,A、D、C 成 一 直 
线 , 又 可 得 ZBDC 二 人 BEF( 图 2-4- 348). 

所 以 ABCDcABFE 就 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 


(2) 如 选取 BC、BF 组 成 人 ABCF ,那么 BD、BE 
就 应 组 成 人 BDE. 现 在 图 形 中 这 两 个 三 角形 都 还 未 出 
现 , 所 以 应 先 将 这 两 个 三 角形 添 完 整 .于 是 联结 
DE (图 2-4-349). 问 题 也 就 转化 为 证 ABCF 
CAANBDE. 

由 于 二 BFC 是 ©O 的 一 个 圆周 角 , 因此 可 应 用 或 
添加 圆周 角 的 基本 图 形 进行 证 明 .现在 图 形 中 二 BFC 
所 对 的 BC 所 对 的 另 一 个 圆周 角 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 
这 个 圆周 角 添 上 .于 是 联结 AB( 图 2-4- 350). 

于 是 由 条 件 给 出 的 A、C、B、F 四 点 共 圆 ,可 得 
ZBFC= /BAC. 
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第 二 章 ”基本 图 形 分 析 法 


又 因为 A、.D、B、E 四 点 共 圆 ,又 可 得 人 BAD = 
了 BED( 图 2-4-351), 所 以 人 BFC== 人 BED. 

同 理 , 由 A、C、B、F 四 点 共 圆 ,可 得 人 BCF = 
BAF, 由 A、D、B、E 四 点 共 圆 ,可 得 人 BDE = 
LBAE ,所 以 LBCF= LBDE. 

所 以 和 人 BCFABDE 就 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 
完成 . 

【 例 31】 已 知 : 八 ABC 内 接 于 ©O,AD | BC, 垂 
足 是 中 ,AE 是 @O 的 直径 .( 图 2-4-352) 

求证 :AB.。 AC 二 AD . AE. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 AB， AC= 二 AD .AE 
是 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 
线段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 是 由 同一 点 A 发 出 的 四 条 
成 比例 线段 (图 2-4-353), 且 它们 两 两 交 成 等 角 ,可 
添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 由 
A 发 出 的 四 条 成 比例 线段 AB、AC、AD、AE 两 两 组 
成 相似 三 角形 . 

(1) 如 选取 AC、AD 组 成 人 ACD ,那么 AE、AB 
组 成 人 AEB. 于 是 联结 BE( 图 2-4- 354), 问 题 就 转 
化 为 证 人 人 ABEwA 人 ADC. 

由 AE 是 @O 的 直径 ,B 是 圆 上 的 一 点 ,应 用 直 
径 的 性 质 , 即 半 圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 
得 了 ABE 二 90"( 图 2-4-355). 

而 由 AD 是 AABC 的 高 , 又 可 得 人 ADC = 
90". 所 以 ABE 王 二 ADC 一 90". 

又 因为 <AEB 和 ~ACD 是 同 弧 所 对 的 圆周 角 
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(图 2-4-356), 所 以 相等 .故人 AABEc2AADC 就 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 完成 . 

(2) 如 选择 AB、AD 组 成 AABD ,那么 AE、AC 组 成 人 AEC. 于 是 联结 
CE( 图 2-4- 357) ,问题 就 转化 为 证 AABDcAAEC. 

由 AE 是 ©O 的 直径 ,C 圆 上 的 一 点 ,应 用 直径 的 性 质 , 即 半圆 上 的 圆周 角 
的 基本 图 形 的 性 质 , 可 得 ACE=90 (图 2-4-358). 

而 由 AD 是 AABC 的 高 ,又 可 得 ADB=90". 所 以 ADB 王 ACE. 

又 因为 ZABD 和 LAEC 是 同 弧 所 对 的 圆周 角 , 所 以 相等 .故人 AABD co 
和 AAFEC 就 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 完成 . 

【 例 32】 已 知 :OO 与 ©O' 相 交 于 A 、B, 过 B 作 直 线 交 OO 于 C、 交 0O' 于 
DD ,联结 AO、AC、AO'、AD.( 图 2-4-359) 

求证 :AO0。AD=AC . AO.. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 AO， AD=AC. AO', 是 线段 之 间 的 比例 关系 ， 


应 先进 行 描 图 , 搞 清 楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 
A 


图 2 一 4=358 图 2-4-359 
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经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 是 由 同一 点 A 发 出 的 四 条 
成 比例 线段 (图 2-4-360), 且 它们 两 两 交 成 等 角 ,可 
应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

(1) 如 选择 AO、AO 组 成 人 AAOO ,那么 AC AD 
组 成 AACD ,现在 图 形 中 人 AOO 还 未 出 现 , 于 是 应 先 
将 这 个 三 角形 添 完整 , 即 联结 OO (图 2-4- 361), 问 
题 也 就 转化 为 证 人 AO0'wAACD. 

于 是 首先 考虑 证 明之 AO00'== 人 ACD. 

由 于 OO 是 相交 两 圆 的 连 心 线 ,因此 可 应 用 相交 
两 圆 的 性 质 , 即 连 心 线 垂 直 平 分 公共 弦 的 性 质 进 行 证 
明 , 但 现在 图 形 中 公共 弦 尚 未 出 现 ,所 以 应 先 将 公共 
弦 添 上 .于 是 联结 AB( 图 2-4- 362), 可 得 00' 垂 直 
平分 AB,OO/' 平 分 AB. 

于 是 由 二 AOO“ 是 @O 的 一 个 圆心 角 , 可 得 


AOO' 的 度数 二 (©O 的 )AB 的 度数 .而 由 人 ACB 


是 OO 的 一 个 贺 周 角 , 也 可 得 ACB 的 度数 一 人 


(©O 的 )AB 的 度数 .所 以 一 AOO'= 一 ACD. 
同 理 ,又 可 得 AOO= ADC. 


所 以 人 AOO'wAACD 就 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 


完成 . 

(2) 如 选取 AO、AC 组 成 人 AOC, 那 么 AO 
AD 组 成 人 AO'D, 现 在 图 形 中 这 两 个 三 角形 都 还 未 
出 现 , 于 是 应 先 将 这 两 个 三 角形 添 完整 , 即 联 结 OC、 
OD( 图 2-4-363). 问 题 就 转化 为 证 AAOC c 
AAO'D. 

由 于 OA =DC,OA=DD, 因 此 六 AOC 和 
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图 2=4=367 


AA4O7 都 是 等 腰 三 角形 .于 是 问题 转化 为 证 人 AOC 
三 了 AO'D. 因 为 GO、©@0O' 相 交 于 A、B, 是 两 个 圆 的 
组 合 问题 ,所 以 可 以 将 问题 转化 为 一 个 圆 内 的 圆周 角 
的 基本 图 形 问 题 来 进行 证 明 , 转 化 的 方法 是 添加 公共 
弦 . 于 是 联结 AB (图 2 -4-364), 可 得 人 AO'D = 
2 一 ABD. 问 题 就 转化 为 证 AOC 王 2 一 ABD， 

由 于 AOC 是 @O 的 圆心 角 , 它 应 等 于 它 所 对 
的 弧 所 对 的 圆周 角 的 两 倍 ,而 这 个 圆周 角 在 图 形 中 尚 
未 出 现 ,因此 应 先 将 这 个 圆周 角 添 上 .于 是 延长 CO 交 
@O 于 EE,; 联 结 AE (图 2-4-365), 可 得 人 AOC = 
2 了 AEC. 而 由 A、E、C、B 四 点 共 圆 , 且 C、B.D 成 一 
直线 ,可 得 LABD= 二 人 AEC( 图 2-4- 366). 

所 以 LAOC= 二 人 AO'D 就 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 


【 例 33】 已 知 : 四边形 ABCD 内 接 于 @OO, 正 是 
G@O 上 的 一 点 ,EF | AB, 重 足 是 下 ,EG | BC, 垂 足 
是 G,EH | CD ,各 足 是 是,EI | AD, 重 足 是 1.( 图 2 
- 4-367) 

求证 :EG * EI 一 EF .EH. 

分 析 : 本 要 题 要 证 明 的 结论 EG * EI 二 EF ， EH 
是 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 它们 
之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,这 是 由 一 点 五 发 出 的 四 条 成 
比例 线段 (图 2-4- 368), 从 而 可 通过 添加 旋转 型 相 
似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 这 四 条 线段 两 两 
组 成 相似 三 角形 . 

(1) 若 考虑 将 EF .EG 和 EI、EH 分 别 组 成 三 角 
形 , 则 联结 FG、IH (图 2 -4 369), 然 后 证 八 EFG 
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wwAELH. 

因为 ZEFB 二 人 EGB 一 90", 所 以 可 应 用 圆周 角 或 圆 内 接 四 边 形 的 基本 图 
形 的 性 质 进 行 证 明 ,也 就 可 得 正 .F、B、G 四 点 共 圆 (图 2-4- 370). 于 是 联结 
BE ,可 得 FEFG 王 一 BEBG. 

同 理 ,由 人 人 EID 二 人 EHD 二 90", 得 ET.D、H 四 点 共 圆 ,联结 ED, 可 得 
ZEIH=AEDH( 图 2-4- 371). 

这 样 要 证 明 .BEFG= ETIH ,也 就 转化 为 证 人 EBG== 人 EDH. 

由 于 BE、C、D 四 点 共 圆 ,因此 这 两 个 角 相 等 就 可 以 证 明 . 

根据 类 似 的 方法 ,由 下 .下 .B、.G 四 点 共 圆 ,可 得 人 EGF 二 人 EBF( 图 2-4- 
Ed 

由 下 TD、 五 四 点 共 圆 ,可 得 人 LEHI 二 人 EDI( 图 2-4- 373). 

而 由 A、B、E\D 四 点 共 圆 和 下.B、A 共 线 ,又 可 得 LEBF 二 人 EDA ,所 以 
了 人 EGF 二 人 EHIT. 从 而 就 可 证 明和 信 EFGOAEIH ,分 析 就 得 以 完成 . 


图 2 一 4 一 37] 图 2 一 4-.372 图 羡 =4- 373 
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(2) 若 考虑 将 EF 和 EI、EG 和 EH 分 别 组 成 三 
角形 , 则 联结 FI、GH( 图 2- 4 374), 就 应 证 八 EFI 
BAEGH. 

而 由 人 EFA 二 EIA 二 90", 可 得 EI.A、F 四 
点 共 圆 , 联结 AE, 得 人 EIF = 人 EAF, ZEAI = 
ZEFI( 图 2-4- 375). 

再 由 EGC 二 EHC 二 90", 又 可 得 E、H、C、G 
四 点 共 圆 ,联结 CE, 可 得 人 EHG== 人 ECG, 人 EGH 
=ZECH. 

而 由 A、B、E、C 四 点 共 圆 , 可 得 人 BAE = 
BCE( 图 2-4-376), 所 以 ZEIF= 人 EHG. 

而 由 A、E、C、D 四 点 共 圆 ,D、C、H 成 一 直线 ， 
又 可 得 ECH 二 人 EAD (图 2-4-377), 从 而 可 得 
EFI 二 人 EGH ,所 以 人 EFIODAEGH 就 得 以 证 明 . 

【 例 34】 已 知 ; AABC 内 接 于 QO,AD 是 
BAC 的 平分 线 ,AD 的 延长 线 与 @O 相交 于 上 .( 图 
2-4-378) 


求证 :AB.。AC=AD. AE. 

分 析 : 本 题 要 证 明 的 结论 AB， AC 二 AD .AE 
是 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 
线段 之 间 的 位 置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 , 这 是 由 一 点 A 发 出 的 四 条 成 
比例 线段 , 且 其 中 的 一 组 相 乘 线段 AD 、AE 重 闪 在 一 
直线 上 (图 2-4-379). 又 由 AD 是 二 BAC 的 平分 线 ， 
可 知 这 一 组 相 乘 线段 实质 上 重生 在 角 平 分 线 上 . 

从 而 可 添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 
方法 是 将 由 A 发 出 的 四 条 成 比例 线段 AB、AC、AD、 
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AE 两 两 组 成 相似 三 角形 . 

(1) 如 选取 AC、AD 组 成 人 ACD ,那么 AE、AB 组 成 AAEB ,于 是 联结 
BE( 图 2-4- 380). 问 题 就 转化 为 证 人 ABECA 人 AADC. 

由 BAE= 二 人 DAC,AAEB 和 LACD 是 同 弧 所 对 的 圆周 角 ( 图 2-4- 
381) ,所 以 了 AEB 二 人 ACD ,所 以 AABEcAADC ,分 析 就 得 以 完成 . 

(2) 如 选择 AB、AD 组 成 AABD ,那么 AE、AC 组 成 人 AAEC. 于 是 联结 
CE( 图 2-4-382), 问 题 就 转化 为 证 AABDc?AAEC， 

由 了 BAD 二 人 EAC; 了 人 ABD 和 人 AEC 是 同 弧 所 对 的 圆周 角 , 所 以 人 ABD 
二 人 AEC 相等 ,所 以 AABDcpAAEC ,分 析 就 得 以 完成 . 

【 例 35】 已 知 :AABC 中 ,了 了 ACB 二 90",CD | AB, 垂 足 是 中, 了 BAC 的 平 
分 线 分 别 交 CD、BC 于 区、.F.( 图 2-4- 383) 


图 2-4-378 


一 一 一 4 


mA 


图 2-4-381 


图 2-4=-383 


透明 的 几何 
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分 析 :(1) 本 题 要 证 明 的 结论 是 和 一 5， 


线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 线 
段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,AE 、AF 这 两 条 相 比 线段 重 
到 在 一 直线 上 (图 2-4-384), 又 由 AF 是 人 BAC 的 
平分 线 , 可 知 这 两 条 相 比 线段 重 秋 在 角 平 分 线 上 ,可 
应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

于 是 可 找到 这 对 相似 三 角形 是 八 AEC 和 
AAAFB ,实际 上 是 旋转 以 后 再 翻 折 得 到 的 相似 三 角形 
(图 2-4-385). 

在 这 两 个 三 角形 中 ,已 经 有 人 CAE 二 人 BAF ,还 
缺少 一 个 条 件 . 

在 人 ABC 中 , LACB ==90", CD | AB , 垂 足 是 
D, 于 是 CD 是 直角 三 角形 ABC 斜 边 上 的 高 (图 2-4 
-386) ,可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 
性 质 进行 证 明 , 可 得 ACE 二 人 ABF. 


AE CE 
所 以 人 AECWwWAAFB,， AF 二 BF 而 要 证 明 的 结 


这 是 


论 是 4 二 一 号 ,将 两 式 进行 比较 ,可 以 发 现 问题 转化 


为 证 明 CE 二 CF( 图 2--4- 387). 

这 是 两 条 具有 公共 端点 C 的 相等 线段 ,它们 可 以 
组 成 一 个 等 腰 三 角形 ,问题 也 就 转化 为 一 个 等 腰 三 角 
形 的 判定 问题 .所 以 应 证 明 CE =CF 的 等 价 性 质 
LCEF 一 人 CFE. 由 人 AEC 和 人 AFB ,可 得 人 AEC = 
芝 AFB, 所 以 CEF = 二 了 CFE 就 可 以 证 明 . 
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(2) 本 题 要 证 明 的 结论 是 4 二 一 5 ,这 是 线段 之 


间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 清 楚 比 例 线段 之 间 
的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,AE、AF 这 两 条 相 比 线段 重 
羞 在 一 直线 上 (图 2 -4 388), 可 添加 平行 线 型 相似 
三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 平 
行 线 . 

由 于 过 内 分 点 记 的 CD 是 直角 三 角形 斜 边 上 的 
高 ,因此 可 取 EC 为 平行 方向 线段 . 

由 于 平行 方向 线段 过 内 分 点 忆 ,因此 平行 线 应 过 
端点 下 作 , 并 做 到 与 过 端点 A 的 直线 相交 , 即 过 下 作 
FG/ EC 交 AC 的 延长 线 于 G( 图 2-4-389). 可 得 


Ey OR 人 a 

和信 AECWA 人 AFG ,下 二 二 二 .这 样 问题 就 转化 为 要 证 
AF GF 

CF CE 

BF GF 


由 AF 是 BAC 的 平分 线 , CAF= 二 BAF , 即 
这 两 个 相等 的 角 关 于 AF 成 轴 对 称 ,因此 可 应 用 轴 对 
称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 ( 图 2-4-390). 

根据 图 形 的 轴 对 称 部 分 ,可 以 找到 这 对 全 等 三 角 
形 是 AAFG 和 AAFB ,全 等 的 条 件 已 经 有 CAF = 
了 了 BAF ,AF 一 AF ,还 缺少 一 个 条 件 . 

因为 人 ABC 中 ,过 ACB 二 90",CD_|_AB; 垂 足 是 
D, 即 CD 是 直角 三 角形 ABC 的 斜 边 上 的 高 (图 2-4 
-391) ,所 以 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 
形 的 性 质 进 行 证 明 , 可 得 ACD 二 人 ABF. 问 题 也 就 
转化 为 证 明了 AGF== 人 ABF. 
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+ 路 A 
bE 
did 
4 万 >B 


因为 这 两 个 角 是 CD .GF 被 AG 所 截 得 到 的 同位 
角 , 而 FEGAEC( 图 2-4-392), 所 以 这 两 个 角 相 等 就 
可 以 证 明 , 从 而 就 可 得 AAFGS2AAFB ,GF 二 BF. 


CE a 


而 要 证 明 的 结论 是 6 一 
(图 2-4-393). 

根据 CAF= 二 了 BAF 和 LACD= 二 人 ABF ,可 证 
得 LCEF 二 人 CFE ,所 以 CF 二 CE 就 可 以 证 明 , 分 析 
就 得 以 完成 . 

【 例 36】 已 知 :I 是 人 ABC 的 内 心 ,过 了 作 DE | 
AT 并 分 别 交 AB、AC 于 DE.( 图 2-4- 394) 


,, BI? BD 
TE 
2 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 5 一 是 线段 之 间 的 


比例 关系 ;应 先进 行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 
置 关 系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,BI 和 BI 这 两 条 相 乘 线段 重 
等 在 一 直线 上 (图 2-4- 395) ,而 由 工 是 AABC 的 内 
心 , 即 BT 是 ABC 的 平分 线 , 所 以 BI 和 BT 这 两 条 
相 乘 线段 重 码 在 角 平 分 线 上 (图 2-4-396). 所 以 可 
应 用 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

由 于 以 B 为 公共 端点 的 四 条 线段 是 BD、BI 和 
BI、BC ,因此 要 证 八 BDI 和 八 BIC 是 一 对 旋转 型 相 


和 似 三 角形 (图 2 - 4 - 397). 条 件 给 出 了 DBI = 


了 了 IBC ,还 缺少 一 个 条 件 . 
因为 人 BIC 是 ABIC 的 一 个 内 角 ( 图 2-4-= 
398) ,所 以 二 BIC=180" 一 二 ITBC 一 二 ICB. 又 因为 CT 
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是 人 ACB 的 平分 线 , 所 以 人 IBC = 3 LABC, ZICB = 方 人 ACB, 从 而 可 得 
LBIC=180° 一 二 LABC 一 二 LACB， 这 样 就 应 证 了 BDI 二 180° 一 记 人 ABC 一 
1 
LACB. 
2 

由 A、D、B 成 一 直线 ,可 得 人 人 BDI 二 90" 十 人 DAI =90" 二 方 人 BAC( 图 2- 


4 一 399) ,所 以 就 应 证 180" -人 ABC 一 志和 ACB==90" 十 写作 BAC. 应 用 三 角 


形 内 角 和 定理 ,就 能 证 明 这 一 性 质 . 


BD BI 


2 
BT 一 BC'BI BD «BC. 


所 以 人 BDIWABIC,， 


WE Gr 
CI CB 


同 理 可 证 和 人 CEI 和信 CIB (图 2-4- 400)， :CRR=CEsCB: 


BI = Be_ a 


【 例 37】 已 知 :人 ABC 中 ,AD 是 一 BAC 的 平分 线 .( 图 2-4-401) 
A A 


人 个 wa 


2 | PR 
bp 


图 2-4-396 图 2 一 和- 397 图 2-4-398 


所 以 = 


图 2-4-399 


图 2-4-401 
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A 求证 :AD? 一 AB .AC 一 BD .CD. 
分 析 : 本 题 要 证 的 结论 AD* 二 AB .AC 一 
BD。 CD 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 , 搞 
B C 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关 系 . 
图 2-4-402 经 过 描 图 可 以 发 现 ,AD、AD、AB、AC 是 由 点 A 
发 出 的 四 条 成 比例 线段 . 且 AD 是 人 人 BAC 的 平分 线 , 即 
AD 和 AD 这 两 条 相 乘 线段 重 倒 在 角 平 分 线 上 (图 2-4 
- 402) ,可 应 用 或 添加 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

已 知人 BAD 二 人 DAC, 所 以 添加 旋转 型 相似 三 
~、 角形 的 方法 是 以 BA 为 边 , 以 B 为 项 点 作 人 ABE = 
* 人 ADC 交 AD 的 延长 线 于 E( 图 2-4- 403). 

i 就 可 得 人 ABEC 人 ADC( 图 2- 4- 404)， 全 一 


全 ,从 而 可 得 AB . AC=AD . AE. 


问题 就 转化 为 证 AD? = 二 AD .， AE 一 BD .CD， 
即 证 明 BD . CD=AD(AE 一 AD) 王 AD .ED. 这 是 
一 个 新 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 图 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 ,两 组 相 乘 线段 BD、CD 和 
AD 、ED 都 重 全 在 一 直线 上 ,而 且 在 内 分 点 相交 (图 2 
-4-405), 所 以 可 应 用 由 三 角形 外 一 条 边 的 逆 平 行 线 
得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

于 是 由 AE、BC 相交 于 D, 可 得 人 BDE = 
芝 ADC. 而 由 人 ABEc 八 ADC( 图 2- 4- 406), 又 可 得 


BD ED 
LBED= /LACD, 所 以 和 BDEWA 人 ADC ,二 = 天 ， 
图 2-4 一 405 AD CD 


就 可 以 推 得 BD， CD 二 AD…ED ,分 析 就 得 以 完成 . 
(二 ) 直角 三 角形 中 的 旋转 型 
人 AABC 中 ,ACB 二 90",CD | AB, 垂 足 是 DD 二 


也 
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AACDwACBD=>CD2:=AD.BD( 图 2-4-407) 

由 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 得 到 的 旋转 型 相似 三 角形 是 一 般 的 旋转 型 相似 
三 角形 的 特殊 情况 , 即 旋转 角 等 于 90", 所 以 分 析 方 法 和 添 线 方法 也 都 相同 . 

【 例 38】 已 知 :AB 是 O 的 直径 ,C 是 AB 上 的 一 点 ,CD | AB,CD 与 
@O 相交 于 玉 ,AD 与 OO 相交 于 下 ,BF .CD 相交 于 G.( 图 2-4-408) 

求证 :CE? 二 CG ，CD. 

分 析 : 本 题 的 条 件 中 给 出 AB 是 @O 的 直径 (图 2-4- 409), 所 以 可 应 用 直 
径 的 性 质 ,也 就 是 半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

现在 图 形 中 有 @O 的 直径 AB, 有 半圆 上 的 点 上 ,而 没有 圆周 角 , 应 先 将 圆 
周 角 添上 .于 是 联结 AE、BE ,可 得 AEB 二 90"( 图 2-4-410). 

又 因为 EC TAB,AACE=90 ,所 以 EC 就 成 为 直角 三 角形 ABE 的 斜 边 AB 上 的 
高 .从 而 可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 ( 图 2- 4- 411). 


也 
A 
h 媚 
B 
B Se DD C | O 亿 BS 
Ne 名 
AN 
mua i 
[人 


图 2--4- 408 


D 


图 2 一 4- 409 图 2-4-410 图 2-4-4]1 
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由 于 结论 中 出 现 了 斜 边 上 的 高 CE 的 平方 , 即 相 
乘 两 线段 重要 在 一 个 平角 的 角 平 分 线 上 ,因此 可 应 用 
由 直角 三 角形 佟 边 上 的 高 得 到 的 旋转 型 相似 三 角形 
进行 证 明 .可 得 CE* 二 CA ，CB. 

而 本 题 要 证 明 的 结论 是 CE?: 二 CG， CD ,这 样 问 
题 就 转化 为 证 CA， CB 二 CG . CD. 

这 是 一 个 新 的 线段 之 间 的 比例 关系 ,应 先进 行 描 
图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 

经 过 描 图 可 以 发 现 , 这 是 由 点 C 发 出 的 四 条 两 两 
交 成 直角 的 成 比例 线段 , 且 相 乘 线段 CG、CD 重生 在 
一 个 平角 的 角 平 分 线 ( 图 2-4-412), 从 而 可 添加 旋 
转型 相似 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 由 C 发 出 
的 四 条 成 比例 线段 CA .CD 、CG .CB 两 两 组 成 相似 三 
角形 . 

(1) 如 选择 CA .CD 组 成 AADC ,那么 CG、CB 
组 成 人 GBC( 图 2-4- 413) ,问题 就 转化 为 证 AADC 
cAGBC. 已 知 ZACD=GCB=90", 所 以 还 缺少 一 
个 条 件 . 

由 于 AB 是 @O 的 直径 ,FF 是 半圆 上 的 点 ,应 用 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,可 得 人 AFB = 
90 ,所 以 A.C.G、 下 四 点 共 圆 (图 2-4-414), 又 因 
为 FG、B 成 一 直线 ,所 以 人 BGC 二 人 DAC, 从 而 就 
可 证 明和 AADCcAGBC ,分析 就 得 以 完成 . 

(2) 如 选择 CA 、CG 组 成 人 AGC, 那 么 CD、CB 
组 成 人 DBC. 

但 现在 这 两 个 三 角形 都 尚未 出 现 , 所 以 应 先 将 这 
两 个 三 角形 添 完 整 .于 是 联结 AG、DB (图 2-4- 
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415) ,问题 就 转化 为 证 人 AACCc2ADBC. 

已 知人 ACG 二 人 DCB 二 90", 还 缺少 一 个 条 件 , 也 
就 是 要 证 明 AGAC== 人 BDC. 

由 于 AB 是 @OO 的 直径 ,F 是 半圆 上 的 点 ,应 用 
半圆 上 的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 ,又 可 得 人 AFB= 
90 ,因此 G 是 入 DAB 的 重心 .从 而 可 得 AG | DB ,于 
是 可 得 ~GAC 十 ABD =90", 又 因为 二 BDC 十 
了 ABD= 二 90", 所 以 LGAC 二 人 BDC 可 以 证 明 , 分 析 
也 就 得 以 完成 . 

【 例 39】 已 知 :人 ABC 中 ,ACB 二 90°, 以 AC 
为 直径 作 @O,AB 与 @O 相交 于 D,DE /CA,DE 
与 OO 相交 于 瓦 ,EF | AC,EF 与 OO 相交 于 下 , 联 
结 AF.( 图 2-4-416) 

求证 :AF2 一 AD。BD. 

分 析 : 本 题 条 件 中 出 现 AC 是 @O 的 直径 ,D 是 
半圆 上 的 点 ,所 以 可 应 用 直径 的 性 质 , 也 就 是 半圆 上 
的 圆周 角 的 基本 图 形 的 性 质 进行 证 明 . 

由 于 图 形 中 有 直径 ,有 半圆 上 的 点 ,而 尚未 出 现 
这 个 圆周 角 , 因 此 应 先 将 这 个 圆周 角 添 上 .于 是 联结 
CD( 图 2-4-417), 可 得 CDA 王 90". 

由 一 ACB=90 , 即 CD 是 直角 三 角形 ABC 的 斜 
边 AB 上 的 高 (图 2-4-418), 从 而 可 应 用 直角 三 角 
形 斜 边 上 的 高 的 基本 图 形 的 性 质 进 行 证 明 . 

因此 结论 中 出 现 的 AD。BD 是 斜 边 被 斜 边 上 的 
高 的 垂 足 所 分 成 的 两 条 线段 的 积 , 所 以 可 应 用 直角 三 
角形 斜 边 上 的 高 所 得 到 的 旋转 型 相似 三 角形 进行 证 
明 . 也 就 可 得 CD’? 二 AD ， BD. 
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而 要 证 明 的 结论 是 AF* 二 AD，。，BD ,将 两 式 进行 比较 ,可 以 发 现 问题 转化 
为 证 AF=CD. 


由 AC 是 ©O 的 直径 ,EF 是 @O 的 弦 , 且 EF | 
AC ,出 现 了 垂直 于 弦 的 直径 .于 是 应 用 垂 径 定 理 ( 图 2- 
4-419), 可 得 AF 一 AE. 

Cc 由 DE/CA, 又 可 得 AE=CD, 所 以 AF=CD. 
所 以 AF 二 CD 可 以 证 明 , 分 析 就 得 以 完成 . 
如 果 需 要 集中 进行 这 类 基本 图 形 的 教学 ,可 以 在 
图 2-4-419 《几何 王 》 软 件 的 “智能 搜索 ”功能 中 ,选择 左边 栏 筛选 
条 件 中 的 “基本 图 形 ”, 鼠标 悬 停 在 “相似 三 角形 ”, 然 
后 点 击 “ 旋 转型 ”, 就 可 以 将 所 有 有 关 旋 转型 相似 三 角形 的 习题 全 部 搜索 出 来 . 

相似 三 角形 是 平面 几何 教学 中 最 重要 的 内 容 , 例 题 和 习题 的 量 都 非常 丰 
富 , 内 涵 的 信息 量 也 非常 大 ,任何 一 本 传统 的 纸 质 教材 .参考 资料 或 习题 集 都 很 
难 撰写 出 这 样 丰富 的 内 容 .但 智慧 教育 软件 在 包含 的 信息 容量 上 完全 可 以 做 
到 .而 当 信 息 容量 达到 海量 时 ,还 必须 使 教师 、 学 生 能 很 方便 地 搜索 到 所 需要 的 
习题 《几何 王 》 软 件 就 是 一 款 致力 于 做 到 这 一 点 的 智慧 教育 软件 .只 要 在 “智能 
搜索 ”功能 部 分 点 击 “ 相 似 三 角形 ”, 然 后 点 击 任何 一 个 图 标 ,就 会 展示 这 一 个 图 
标 所 包含 的 同一 类 型 的 相似 三 角形 的 题目 ,包括 同一 种 添 线 方法 的 相似 三 角形 
的 题目 . 

综 上 所 述 , 基 本 图 形 分 析 法 从 根本 上 揭示 了 几何 问题 分 析 方 法 的 规律 性 ， 
可 以 基本 讲 清楚 每 一 个 几何 问题 的 思维 过 程 ,这 就 为 实现 几何 问题 的 思维 过 程 
可 视 化 奠定 了 理论 基础 ,也 就 使 以 基本 图 形 分 析 法 为 基础 理论 的 《几何 王 ) 初 中 
平面 几何 学 习 软 件 的 成 功 研制 有 了 可 能 ,进而 通过 《几何 王 》 软 件 的 应 用 ,成 功 
地 、 详 尽 地 展示 更 多 的 几何 问题 的 完整 的 思维 过 程 . 
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第 一 节 ”教育 信息 化 概述 


《国家 中 长 期 教育 改革 和 发 展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )) 明 确 提出 :“ 信 息 
技术 对 教育 发 展 具 有 革命 性 影响 ,必须 予以 高 度 重视 …… 重 点 加 强 农 村 学 校 信 
息 基 础 建设 ,缩小 城乡 数字 化 差距 .” 

《教育 信息 化 十 年 发 展 规划 (2011 一 2020 年 )》 色 画 了 教育 信息 化 发 展 的 蓝 
图 :“ 到 2020 年 ,全 面 完成 (教育 规划 纲要 》 所 提出 的 教育 信息 化 目标 任务 ,形成 
与 国家 教育 现代 化 发 展 目标 相 适 应 的 教育 信息 化 体系 ,基本 建成 人 人 可 享有 优 
质 教 育 资源 的 信息 化 学 习 环境 ,基本 形成 学 习 型 社会 的 信息 化 支撑 服务 体系 ， 
基本 实现 所 有 地 区 和 各 级 各 类 学 校 宽 带 网 络 的 全 面 覆 盖 , 教 育 管理 信息 化 水 平 
显著 提高 ,信息 技术 与 教育 融合 发 展 的 水 平 显 著 提 升 .” 

《教育 信息 化 “十 三 五 ”规划 》 也 提出 了 近期 教育 信息 化 发 展 的 任务 ,加 快 推 
动 信息 技术 与 教育 教学 融合 创新 发 展 .如 :大 力 推进 “三 通 两 平台 ”的 建设 与 应 
用 ;完善 偏远 农村 中 小 学 信息 化 基础 设施 建设 ; 深入 开展 “一 师 一 优 课 、 一 课 
名 师 ” 活 动 ,加 快 推进 “网 络 学 习 空 间 人 人 通 ”, 提 高 师 生 信息 素养 ,普及 信息 化 
教学 常态 应 用 ;完善 国家 教育 资源 公共 服务 体系 ;充分 利用 市 场 机 制 建设 在 线 
开放 课程 等 优质 数字 教育 资源 ,推进 线 上 线 下 结合 的 课程 共享 与 应 用 ;推动 教 
育 信息 管理 系统 的 整合 与 应 用 . 

党 和 政府 对 教育 信息 化 工作 的 重视 ,信息 技术 在 当今 社会 迅猛 发 展 的 态 
势 ,为 教育 信息 化 的 发 展 提供 了 和 良好 的 社会 环境 条 件 .推进 教育 信息 化 发 展 的 力 
度 ,教育 信息 化 发 展 的 深度 和 广度 ,也 都 达到 了 前 所 未 有 的 水 平 . 

然而 ,无 论 是 在 国内 还 是 在 国际 上 ,教育 信息 化 的 建设 和 发 展 面临 着 前 所 
未 有 的 挑战 .苹果 公司 创始 人 乔布斯 生前 提出 了 一 个 著名 的 “乔布斯 之 问 ” :为 
什么 计算 机 改变 了 几乎 所 有 和 领域, 却 唯 独 对 学 校 教育 的 影响 小 得 令 人 吃惊 ?? 显 
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然 ,教育 信息 化 的 推进 和 发 展 似乎 遇 到 了 一 道 无 法 逾越 的 坎 . 

这 种 状况 的 出 现 值 得 我 们 深思 ,教育 信息 化 或 者 “互联 网 十 教育 ”的 特殊 性 
到 底 是 什么 ”到底 应 该 怎样 走出 一 条 教育 信息 化 正确 的 、 成 功 的 发 展 道路 ? 

我 们 可 以 先 回顾 一 下 教育 信息 化 发 展 的 历程 .在 相当 长 的 一 段 时 间 里 ,一 批 
一 批 的 专家 学 者 、 领 导 和 一 线 教师 ,专业 信息 技术 研究 人 员 克 服 了 重重 困难 , 执 
着 追求 ,孜孜 不 倦 ,刻苦 钻研 ,无 私 奉献 ,进行 了 大 量 的 实践 ,研究 和 探索 ,在 做 
出 许多 重要 贡献 的 基础 上 ,将 教育 信息 化 事业 一 步 步 地 向 前 推进 . 

教育 信息 化 的 起 步 , 实 际 上 就 是 电化 教育 阶段 ,主要 形式 是 教学 幻灯 片 的 
使 用 ,硬件 设备 主要 是 幻灯 机 和 投影 机 .对 于 教师 来 说 ,制作 教学 幻灯 片 很 不 容 
易 , 所 以 很 难 进 行 大 规模 的 .常态 化 的 教学 应 用 . 

伴随 着 摄 录像 设备 的 普及 化 应 用 ,教育 信息 化 进入 了 第 二 个 阶段 ,就 是 大 
量 摄制 教学 录像 和 进行 教学 播放 的 阶段 .当时 ,许多 学 校 的 领导 和 教师 ,都 有 这 
样 一 种 普遍 的 想法 ;我们 有 最 优秀 的 教师 ,把 最 优秀 的 教师 所 执教 的 课 全 程 录 
下 来 ,就 是 优质 教育 资源 ,就 可 以 给 广大 教师 观摩 和 使 用 .当时 ,各 地 都 进行 了 大 
量 的 教学 录像 摄制 工作 ,建立 了 各 个 层次 的 教学 录像 资源 库 .但 当 这 些 资源 库 建 
立 起 来 以 后 , 却 很 少 有 教师 使 用 ,甚至 连 光顾 查阅 的 教师 也 越 来 越 少 ,直到 几乎 
没有 .这 实际 上 标志 着 一 个 阶段 的 最 终 落幕 . 

随 着 以 电脑 和 互联 网 为 核心 的 信息 技术 的 崛起 和 迅猛 发 展 ,教育 信息 化 又 迈 
和 人 了 新 的 发 展 阶 段 .教学 视频 在线 教 学 ,教育 信息 平台 建设 ,智能 教学 设备 等 各 种 
新 的 信息 技术 应 用 的 形式 方法、 内 容 、 手 段 和 设备 不 断 问世 、 创 新、 升级 、 应 用 , 普 
及 的 程度 得 到 持续 提高 ,其 发 展 速 度 和 规模 都 堪 称 空前 未 有 .然而 ,许多 有 识 之 士 
在 高 度 评 价 教育 信息 化 所 取得 的 巨大 成 就 的 同时 ,也 清醒 地 看 到 教育 信息 化 所 面 
临 的 根本 问题 还 是 没有 解决 .他 们 经 常 将 信息 技术 和 教育 教学 之 间 关 系 的 现状 , 比 
喻 为 浮 在 水 面 上 的 油 和 水 的 关系 ,实质 上 就 是 指 信息 技术 的 应 用 ,一 直 处 于 一 种 
游离 于 学 科教 学 .课堂 教学 以 外 ,没有 实现 真正 意义 上 融合 的 状况 . 

长 期 以 来 ,我 们 的 教育 信息 化 工作 为 什么 解决 不 了 这 个 深度 融合 的 问题 
呢 ? 最 根本 的 原因 就 是 信息 技术 和 教育 教学 几乎 完全 脱节 ,几乎 是 两 个 互相 独 
立 、 毫 不 相关 的 系统 . 
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现在 我 们 许多 学 校 都 配置 了 电脑 教室 ,但 实地 一 看 ,电脑 教室 的 主要 功能 
是 供 计算 机 (技术 ) 课 使 用 ,而 不 是 用 于 学 科教 学 .从 常态 化 的 教学 要 求 来 看 ,要 
一 个 年 级 的 几 个 班级 同时 执教 学 科 的 计算 机 教学 ,对 许多 学 校 来 说 ,都 是 不 可 
能 实现 的 目标 .我 们 对 学 科教 师 也 提出 了 计算 机 应 用 能 力 的 目标 和 要 求 , 但 这 些 
目标 和 要 求 也 是 重 在 掌握 计算 机 技术 本 身 而 不 是 应 用 信息 技术 进行 学 科 的 课 
堂 教学 上 .出 现 这 种 状况 的 原因 , 主要 是 从 事 信息 技术 (包括 硬件 和 软件 ) 研 制 的 
专家 大 多 不 了 解 , 不 熟悉 教育 教学 ,而 优秀 的 教育 教学 专家 、 教 师 大 多 也 不 了 
解 . 不 熟悉 信息 技术 ,以 至 深度 融合 的 问题 至 今 未 能 得 到 有 效 的 解决 . 

教育 信息 化 建设 是 否 成 功 有 一 条 硬指标 ,就 是 教师 是 否 用 一 一 是 否 常态 
化 地 用 ,是 否 有 成 效 地 用 .教育 信息 技术 的 成 果 或 产品 ,无 论 功 能 设计 得 多 么 
强大 ,只 要 看 一 看 有 多 少 教师 和 学 生 在 使 用 ,其 价值 和 优 劣 就 立 见 分 晓 .对 于 
目前 的 一 些 教育 信息 技术 产品 或 资源 ,为 什么 教师 和 学 生 不 用 或 很 少 用 呢 ? 
许多 教师 的 回答 是 没 法 用 .虽然 现在 网 络 资源 非常 多 ,但 教师 要 找到 他 所 需要 
的 有 针对 性 的 、 实 用 的 内 容 却 非常 困难 ,往往 花 了 很 多 时 间 和 精力 也 找 不 到 ， 
怎么 能 用 呢 ? 

“融合 “应 用 ”这 两 个 词语 ,对 教育 信息 化 来 说 是 如 此 重要 ,但 要 落实 却 叉 
如 此 艰难 ,这 就 需要 我 们 花 大 力气 、 下 蔡 功 夫 去 研究 和 解决 . 

教育 信息 化 建设 ,从 科学 的 层面 上 讲 , 是 由 两 个 子 系统 组 成 的 , 即 硬件 系统 
和 软件 系统 . 

综观 我 们 教育 信息 化 的 硬件 建设 ,尽管 发 展 的 过 程 经 历 了 许多 艰难 曲折 ， 
但 由 于 各 级 政府 .教育 行政 部 门 的 重视 和 逐年 加 大 的 资金 .设备 投入 ,我 们 在 硬 
件 建设 方面 已 经 取得 了 显著 的 成 绩 ,许多 发 达 地 区 、 中 等 发 达 地 区 的 部 分 学 校 
的 硬件 配置 比 起 发 达 国 家 也 毫 不 逊色 . 

按照 国家 关于 教育 信息 化 建设 的 要 求 , 到 2016 年 ,全 国 中 小 学 互联 网 接 人 
率 将 达到 95% ,其 中 10 M 以 上 宽带 接 入 比例 达到 60% 以 上 ,基本 实现 全 国 中 
小 学 都 拥有 多 媒体 教学 条 件 ,学 校 普通 教室 全 部 配备 多 媒体 教学 设备 的 城镇 和 
农村 中 小 学 比例 分 别 达到 80% 和 50%. 这 也 体现 了 我 们 对 硬件 建设 的 高 度 
要 求 . 
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然而 ,对 教育 信息 化 建设 来 说 , 仅 有 硬件 显然 是 不 够 的 .教育 信息 化 所 追求 
的 目标 是 信息 技术 和 学 科教 学 的 深度 融合 ,其 展现 形式 则 是 信息 技术 在 课堂 教 
学 中 的 常态 化 应 用 .要 实现 这 个 目标 ,只 有 硬件 是 不 够 的 .只 有 硬件 ,就 没有 办 法 
做 到 和 学 科教 学 .和 学 科教 学 内 容 的 深度 融合 .只 有 硬件 ,也 没有 办 法 做 到 在 课 
堂 教学 中 的 常态 化 应 用 . 当 教 育 信息 化 的 硬件 设备 配置 到 一 定 的 水 平时 ,教育 信 
息 化 建设 的 关键 自然 就 会 转 到 软件 上 ,需要 有 一 批 受 教师 欢迎 并 乐 以 应 用 的 教 
育 软件 . 

应 该 说 , 随 着 教育 信息 化 建设 的 深入 发 展 ,也 出 现 了 不 少 教育 软件 ,但 真 
正 能 被 教师 在 学 科教 学 、 课 堂 教 学 中 得 到 常态 化 有 效应 用 的 软件 却 少 之 又 少 . 
这 些 年 来 ,已 经 问世 并 能 够 供 师 生 选用 的 教育 软件 主要 有 四 类 :一 类 是 教材 
或 教学 参考 书籍 的 电子 版 ,一 类 是 辅助 性 的 工具 类 软件 ,一 类 是 题库 类 软件 ， 
还 有 一 类 是 教学 录像 类 软件 .通过 在 教学 实践 中 的 应 用 ,可 以 发 现 这 些 软 件 都 
还 没有 从 根本 上 实现 在 课堂 教学 中 常态 化 应 用 的 目标 ,教师 的 使 用 率 普 遍 
不 高 . 

因此 教育 软件 的 研制 开发 ,必须 立足 于 解决 提高 教师 使 用 率 的 问题 . 

我 们 要 研制 开发 出 怎样 的 教育 软件 才能 实现 上 述 目标 呢 ? 多 年 来 的 教育 
实践 和 研究 表明 ,其 必须 具备 以 下 的 特点 和 条 件 . 

第 一 是 高 效 , 即 能 有 效 弥 补 传统 的 教学 手段 和 教学 方法 的 不 足 ,切实 提高 
教学 效果 . 

信息 技术 在 教学 中 应 用 所 取得 的 效果 ,首先 体现 在 教育 质量 、 学 科 成 绩 的 
提高 上 ,这 是 教师 乐于 在 教学 中 使 用 信息 技术 的 动力 源 .如 果 一 款 教育 软件 的 使 
用 , 达 不 到 这 方面 的 效果 ,那么 要 使 教师 有 持续 不 断 使 用 的 动力 ,要 能 得 到 学 
校 \ 学 生 、 家 长 方方面面 的 支持 就 是 非常 困难 的 . 

例如 ,在 传统 的 平面 几何 教学 中 ,教师 要 讲 清楚 一 道 题目 的 思维 过 程 和 思 
维 方法 ,本 身 就 有 相当 大 的 难度 ,更 不 要 说 在 教学 过 程 中 将 思维 过 程 形 象 地 、 完 
整地 ,一 步 步 地 展示 给 学 生 了 .这 就 直接 造成 了 许多 学 生 对 几何 学 习 的 其 难 ,也 
就 影响 了 教学 质量 的 提高 .而 以 基本 图 形 分 析 法 为 基础 理论 的 《 几何 王 》 初 中 平 
面 几 何 学 习 软 件 , 就 可 以 将 每 一 个 几何 问题 的 思维 过 程 形 象 地 、 完 整地、 一 步 步 
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地 展示 出 来 ,有 利于 使 学 生 真 正 理解 和 掌握 ,这 样 几何 难 教 难 学 的 问题 也 就 迎 
刃 而 解 了 ,教学 质量 自然 也 就 得 到 了 明显 的 提高 .许多 实验 学 校 的 教师 都 有 深切 
的 体会 ,使 用 (几何 王 ) 软 件 教学 的 实验 班 和 普通 班 相 比 ,不 仅 学 生 的 几何 平均 
成 绩 明显 高 出 了 一 个 层次 ,而 且 卷 面 答题 过 程 上 也 有 明显 的 差异 .实验 班 学 生 的 
答题 思路 更 清晰 ,考卷 上 没有 普通 班 学 生存 在 的 多 次 涂改 的 痕迹 .实验 班 的 学 生 
答题 的 速度 也 明显 快 于 普通 班 的 学 生 .这 都 说 明 实 验 班 学 生 思 维 能 力 的 平均 水 
平 要 高 于 普通 班 .在 取得 了 这 样 的 效果 的 基础 上 ,这 些 学 校 的 教师 产生 了 强烈 的 
使 用 (几何 王 ) 软 件 进行 常态 化 教学 的 积极 性 . 

第 二 是 方便 ,就 是 便于 教师 和 学 生 使 用 . 

教育 信息 技术 的 应 用 ,最 重要 的 问题 并 不 是 资源 的 全 面 和 丰富 ,而 是 要 能 
方便 地 搜寻 到 所 需要 的 、 有 针对 性 的 信息 . 

如 果 一 款 软 件 是 有 效 的 ,其 至 也 是 高 效 的 ,但 使 用 却 很 不 方便 ,那么 教师 即 
使 偶尔 用 一 次 ,以 后 也 不 会 坚持 用 下 去 .例如 ,为 了 上 一 节 应 用 信息 技术 的 展示 
课 ,教师 需要 专门 的 技术 人 员 保 驾 护航 ,而 在 平时 常态 化 的 教学 中 ,怎么 可 能 配 
备 同样 数量 的 专业 技术 人 员 呢 ? 缺少 了 这 些 专业 技术 人 员 的 支持 和 配合 ,教师 
便 会 感到 应 用 信息 技术 不 方便 ,这 样 他 们 也 就 不 会 经 常 使 用 .同样 ,如 果 教 师 很 
难 通过 一 款 软件 找到 每 天 要 进行 的 教学 活动 所 需要 的 .有 针对 性 的 内 容 、 素 材 ， 
或 者 找到 的 有 关内 容 并 不 适用 于 具体 的 班级 ,那么 还 是 不 能 常态 化 使 用 , 几 次 
下 来 ,教师 也 就 不 用 了 . 

方便 ,就 是 要 使 每 一 位 教师 在 其 具体 执教 的 学 校 .具体 执教 的 班级 , 面 对 所 
教 的 学 生 , 针 对 每 一 节 课 的 具体 内 容 ,能 很 方便 地 找到 他 所 需要 的 素材 .要 实现 
这 一 要 求 ,就 必须 设置 智能 搜索 功能 ,要 使 教师 和 学 生 能 够 通过 按 尽 可 能 少 的 
按钮 ,操作 尽 可 能 少 的 动作 ,就 能 搜寻 到 他 们 所 需要 的 有 针对 性 的 内 容 . 

第 三 是 能 显著 地 减轻 教师 的 工作 量 ,帮助 教师 将 教学 全 过 程 中 的 低 效劳 动 
部 分 降低 到 尽 可 能 少 的 状态 . 

在 实际 教学 中 ,教师 工作 最 繁重 的 ,也 可 以 说 是 课业 负担 最 重 的 主要 是 两 
个 部 分 一 备课 和 批改 作业 .这 两 个 教学 环节 耗费 着 教师 大 量 的 时 间 和 精力 , 然 
而 对 相当 多 的 教师 来 讲 ,二 者 又 是 工作 效率 很 低 的 环节 . 
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教师 辛勤 工作 ,无私 奉献 , 像 螨 烛 一 样 点 亮 了 别人 、 燃 尽 了 自己 的 精神 ， 
一 直 深 受 人 们 的 敬仰 ,而 这 种 精神 经 常 是 用 每 天 在 灯 下 认真 备课 到 深夜 来 体 
现 .然而 ,我 们 进行 深入 的 调查 研究 发 现 , 在 常态 教学 条 件 下 ,许多 教师 的 备课 
实际 上 只 是 在 不 断 地 重复 着 一 代 代 教师 做 过 的 事情 , 走 上 一 代 教 师 走 过 的 
路 ,甚至 是 作为 完成 任务 而 应 对 的 举措 .有 的 年 轻 教 师 到 学 期 一 半 的 时 候 , 常 
常 撰写 教案 的 速度 已 经 跟 不 上 教学 推进 的 速度 了 ,甚至 连 将 教材 或 教学 参考 
书 上 的 内 容 抄 一 遍 的 时 间 都 不 够 了 .备课 占用 了 教师 大 量 的 时 间 ,但 效率 和 质 
量 却 常常 并 不 高 . 

批改 作业 则 是 教师 工作 中 需要 耗费 大 量 时 间 和 精力 的 又 一 个 教学 环节 . 批 
改作 业 是 检查 、 反 馈 每 个 学 生 学 习 质 量 , 并 根据 学 生 学 习 的 水 平 进行 有 针对 性 
的 教学 辅导 的 重要 的 教学 手段 ,教师 应 该 认真 对 待 .但 在 教学 进入 常态 化 的 情 
况 下 ,教师 能 够 用 于 批改 作业 的 时 间 是 很 有 限 的 ,常常 是 在 课 与 课 之 间 的 空 际 
时 间 来 完成 ,其 压力 不 言 而 喻 .有 的 教师 的 作业 批改 实际 上 已 经 演变 成 一 种 机 械 
性 的 行为 了 . 

所 以 ,应 用 先进 的 信息 技术 一 定 要 将 教师 在 这 两 个 环节 上 的 工作 量 显著 地 
减 下 来 ,同时 又 能 保持 较 高 的 完成 质量 ,这 样 教师 自然 就 会 乐于 使 用 了 . 

第 四 是 不 可 替代 性 ,就 是 信息 技术 在 学 科教 学 .课堂 教 学 应 用 中 所 显示 的 
优势 和 效果 , 须 是 传统 的 教学 手段 .教学 方法 无 法 做 到 、 不 可 替代 的 . 

采用 信息 技术 进行 教学 ,尤其 是 在 刚 开始 的 阶段 ,一 定 要 显示 出 成 效 远 还 
高 于 传统 的 教学 手段 和 教学 方法 ,特别 是 传统 的 教学 手段 和 教学 方法 无 法 达到 
的 时 候 ,教师 自然 会 对 应 用 信息 技术 产生 浓厚 的 兴趣 和 强烈 的 使 用 欲 .例如 ,在 
倒计时 环境 条 件 下 进行 练习 和 考试 ,作业 通过 移动 终端 进行 推送 ,作业 的 计算 
机 批改 和 质量 分 析 , 学 生 思维 过 程 在 计算 机 上 的 显示 和 评价 ,大 规模 的 考试 测 
评 和 大 数据 的 分 析 、 建 模 等 ,都 只 能 通过 信息 技术 的 应 用 来 实现 ,而 当 这 些 应 
效果 明显 呈现 出 来 时 ,教师 会 自然 而 然 地 使 用 ,即使 在 刚 开 始 时 还 要 花 一 些 时 
间 和 精力 来 学 习 使 用 方法 ,也 会 乐意 学 ,乐意 用 . 

当然 ,一 下 子 要 全 部 实现 以 上 目标 ,难度 是 相当 大 的 ,但 我 们 必须 向 这 个 方 
向 努力 ,一 步 一 个 脚印 地 向 前 迈进 .教育 信息 化 的 实现 也 必定 是 在 这 些 目标 实现 
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之 后 ,而 绝 不 可 能 在 这 之 前 . 

为 了 实现 上 述 目 标 ,首要 的 任务 就 是 必须 要 研制 开发 一 大 批 可 以 在 学 科 领 
域内 常态 化 使 用 的 教育 软件 ,实际 上 也 就 是 智慧 教育 软件 . 

那么 ,什么 是 智慧 教育 软件 呢 ? 以 培养 人 的 思维 能 力 为 目标 ,将 优秀 人 才 
的 思维 过 程 用 信息 技术 形象 地 在 电脑 上 展示 出 来 ,并 能 进行 师 生 互动 ,具有 学 
生 思维 过 程 的 显示 和 评价 功能 的 软件 系统 ,就 称 为 智慧 教育 软件 . 

再 进一步 ,智慧 教育 软件 需要 符合 怎样 的 要 求 呢 ? 我 们 认为 ,一 门 学 科 领 
域 中 成 功 的 智慧 教育 软件 需要 符合 以 下 几 条 标准 : 

1. 要 有 本 学 科 能 揭示 思维 过 程 的 规律 性 的 正确 的 科学 思维 方法 体系 作为 
基础 理论 . 

教育 信息 化 建设 是 一 项 系统 工程 ,智慧 教育 软件 的 研制 开发 也 是 一 项 系统 
工程 ,所 以 首要 的 问题 是 要 有 顶层 设计 .这 种 顶层 设计 在 科学 的 层面 上 ,就 是 要 
将 本 学 科 能 揭示 思维 过 程 的 规律 性 的 正确 的 科学 思维 方法 作为 基础 理论 ,作为 
智慧 教育 软件 的 科学 构架 .有 的 学 科 内 容 也 可 能 是 一 块 一 块 组 合 起 来 的 ,这 时 需 
要 的 就 是 建立 在 科学 分 类 基础 上 的 体系 作为 基础 . 

一 项 信息 技术 成 果 或 产品 ,如 果 没 有 正确 的 科学 思维 方法 为 指引 ,没有 建 
立 在 科学 体系 基础 上 的 顶层 设计 ,仅仅 是 微观 素材 的 堆积 和 列举 ,那么 最 终 势 
必 造 成 使 用 过 程 中 的 一 系列 问题 ,甚至 是 解决 不 了 的 问题 . 

2. 对 本 学 科 的 90 斩 以 上 的 教学 内 容 , 要 有 思维 过 程 的 形象 展示 ,也 就 是 实 
现 思 维 过 程 的 可 视 化 . 

智慧 教育 软件 要 展示 的 核心 内 容 是 什么 ”最 重要 的 不 是 解决 问题 的 结果 ， 
而 应 是 解决 问题 的 思维 过 程 . 解 题 的 结果 ,任何 一 本 教科 书 教学 辅导 资料 习题 
集 上 都 有 ,如 果 信 息 技 术 仅仅 是 将 这 些 纸 质 的 素材 电子 化 ,那么 使 用 信息 技术 
的 意义 和 价值 又 体现 在 何 处 ? 在 传统 教学 中 ,思维 过 程 通常 都 是 被 隐 去 的 ,或 
者 常常 是 隐藏 在 教师 的 头脑 中 的 .而 信息 技术 最 大 的 优势 就 是 可 以 将 这 一 思维 
过 程 用 信息 技术 在 电脑 上 形象 地 展示 出 来 ,这 也 就 是 思维 过 程 的 可 视 化 (现在 
已 被 许多 教师 称 为 “思维 过 程 的 脑 CT”). 让 思维 过 程 可 视 化 ,就 使 学 生 不 但 知 
道 怎么 解 题 ,而 且 明 白 拿 到 一 个 问题 以 后 ,应 怎样 进行 思考 ,怎样 把 解决 办 法 想 
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出 来 ,这 样 学 生 的 思维 能 力 , 包 括 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 就 会 得 到 显著 的 
提升 . 

3. 要 有 能 基本 满足 整个 学 科教 学 阶段 的 教 和 学 的 要 求 的 信息 量 . 

一 款 智 慧 教育 软件 ,假使 它 的 功能 非常 强大 ,但 信息 量 不 大 ,在 相应 学 科 中 
能 应 用 的 课时 只 占 总 课时 数 的 20% ,或 甚至 不 到 10%, 即 大 多 数 课 时 中 不 能 应 
用 ,教师 还 是 需要 去 搜寻 和 使 用 各 种 各 样 的 教学 参考 资料 , 那 怎么 实现 常态 化 
的 应 用 呢 ? 同样 ,即使 在 平时 的 教学 中 可 用 ,但 到 复习 阶段 ,尤其 是 中 考 、 高 考 
的 总 复习 阶段 又 不 用 了 , 那 能 体现 真正 的 价值 和 效果 吗 ? 因此 ,任何 一 款 成 功 
的 智慧 教育 软件 ,都 必须 要 有 相当 大 的 信息 量 , 能 基本 满足 整个 学 科教 学 阶段 
的 教 和 学 的 需要 ,能 满足 复习 阶段 的 教 和 学 的 需要 , 令 教 师 感到 不 需要 再 另外 
寻找 或 使 用 其 他 教学 资料 或 素材 来 确保 教学 内 容 和 教学 质量 . 

4. 要 有 智能 搜索 功能 . 即 要 实现 每 一 位 教师 在 所 执教 的 学 校 、 班 级 ,每 一 节 
确定 具体 教学 要 求 和 教学 内 容 的 课 , 能 很 方便 地 搜索 到 最 具 针 对 性 的 内 容 的 

在 信息 技术 高 度 发 达 的 今天 ,互联 网 上 能 提供 的 教育 教学 信息 已 经 达到 超 
级 海量 的 程度 ,但 教育 并 不 能 “大 海 捞 针 ”要 使 我 们 的 教师 .学 生 能 很 方便 地 获 
取 所 需要 的 有 针对 性 的 内 容 , 就 必须 建立 智能 搜索 系统 . 

智能 搜索 ,就 是 教师 ,学生 只 要 按 少量 的 按钮 ,选取 少量 的 信息 ,就 可 以 找 
到 自己 所 需要 的 内 容 的 功能 . 

5. 要 能 在 台式 电脑 笔记 本 电脑 .平板 电脑 .智能 手机 等 各 种 移动 终端 上 实 
现 教师 .学 生 互 动 使 用 ,并 取得 教 和 学 的 实效 . 

教育 信息 化 的 常态 化 应 用 有 一 个 标志 ,就 是 在 随机 的 环境 条 件 下 都 能 进行 
教学 活动 ,不 论 是 电脑 专用 教室 还 是 普通 教室 ,不 论 是 台式 电脑 还 是 平板 电脑 ， 
打开 来 就 都 能 使 用 软件 进行 教 和 学 .而 这 种 教 和 学 又 可 以 实现 教师 和 学 生 之 间 
的 互动 ,尤其 是 思维 过 程 的 互动 ,从 而 通过 教学 过 程 中 最 关键 的 问题 的 解决 , 取 
得 教 和 学 的 实效 ,大 面积 提高 教育 教学 质量 . 

现在 我 们 正在 积极 地 开展 智慧 教 育 软件 的 研制 开发 《几何 王 ) 初 中 平面 几 
何 学 习 软 件 就 是 我 们 成 功 研 制 并 正在 推广 应 用 的 第 一 款 智慧 教育 软件 . 
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当 我 们 能 为 各 级 各 类 学 校 提供 一 大 批 智 慧 教育 软件 ,真正 使 我 们 的 教师 和 
学 生 能 在 各 种 移动 终端 上 自如 地 使 用 智慧 教育 软件 进行 教 和 学 ,那么 我 们 就 可 
以 用 我 们 的 实践 和 研究 ,给 “乔布斯 之 问 ” 作 出 最 好 的 回答 . 
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第 二 节 ”思维 过 程 可 视 化 


教育 信息 化 的 关键 和 难点 是 研究 开发 一 大 批 智 慧 教育 软件 ,研制 智慧 教育 软 
件 在 技术 层面 上 的 创新 和 突破 ,就 是 思维 过 程 的 可 视 化 .作为 一 种 探索 ,我 们 首先 
研制 开发 了 第 一 款 智 慧 教育 软件 一 环 几 何 王 ? 币 中 平面 几何 学 习 软 件 (网 络 版 ). 

《几何 王 ) 初 中 平面 几何 学 习 软 件 ( 网 络 版 ) 是 在 《几何 王 》 初 中 平面 几何 学 
习 软 件 (单机 版 ) 的 基础 上 ,根据 现代 教育 信息 技术 发 展 的 方向 和 要 求 而 研制 成 
功 的 .可 在 网 络 上 直接 运行 和 应 用 的 智慧 教育 软件 . 

根据 初中 平面 几何 教学 的 实际 需要 ,《 几何 王 ) 初 中 平面 几何 学 习 软 件 (网 
络 版 ) 具 有 七 个 方面 的 功能 模块 :基本 图 形 分 析 法 、 几 何 题 典 . 一 课 一 学 .智能 搜 
索 、 图 形 冲浪 、 节 节 高 ,中考 助手 . 


一 、“ 基 本 图 形 分 析 法 "功能 介绍 


“基本 图 形 分 析 法 ”是 《几何 王 》 初 中 平面 几何 学 习 软 件 的 理论 基础 . 

平面 几何 中 的 基本 图 形 有 30 多 个 ,可 以 分 成 “平行 线 “ 等 腰 三 角形 “与 圆 
有 关 的 角 ”“ 全 等 三 角形 “相似 三 角形 “特殊 角 三 角形 “与 面积 方法 有 关 的 三 
角形 ”等 七 个 部 分 . 

在 “基本 图 形 分 析 法 ”的 功能 页 面 上 ,出 现 了 五 个 部 分 的 内 容 :基本 图 形 、 图 
形 性 质 、 位 置 特征 ,应 用 条 件 和 应 用 方法 . 

基本 图 形 和 图 形 性 质 , 可 以 说 是 所 有 的 几何 教材 上 都 涵盖 的 内 容 ,一 般 来 
说 ,学 生 也 都 可 以 掌握 ,甚至 记忆 背诵 出 来 ,但 仪 仅 将 这 些 内 容 记忆 背诵 出 来 ， 
离 学 好 几何 的 目标 显然 还 有 很 长 的 距离 .关键 的 问题 显然 是 在 千变万化 的 习题 
中 ,怎么 想到 要 应 用 哪个 基本 图 形 ,怎么 用 证 明 方 法 ,这 两 个 问题 要 依靠 位 置 特 
征 、 应 用 条 件 和 应 用 方法 来 解决 . 
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等 峰 三 角形 

与 及 有 关 的 角 

全 等 三 角形 

相似 三 角形 

特大 角 三 角形 性 质 tm i 
三 角形 的 而 积 


. | 性 质 位 置 特征 7 应 用 条 件 应 用 方法 
RN i hey RR 

在 个 具体 的 几何 问题 中 ,你 怎么 会 想到 要 应 用 这 个 基本 图 形 ? 对 这 个 问 
题 的 回答 就 是 应 用 条 件 , 但 应 用 条 件 怎 么 得 到 的 呢 ?” 就 是 通过 对 图 形 的 位 置 特 
征 的 研究 得 到 的 ,而 应 用 方法 则 是 由 基本 图 形 决 定 的 ,基本 图 形 的 完整 化 就 可 
得 到 应 用 方法 尤其 是 添加 辅助 线 的 方法 . 

当 对 一 个 问题 在 “几何 题 典 "页面 上 进行 分 析 时 ,对 于 每 一 个 基本 图 形 的 应 
用 条 件 和 应 用 方法 ,或 者 对 某 一 个 或 某 几 个 分 析 步 又 感到 不 清楚 或 讲 不 出 道 
的 时 候 , 都 可 以 随时 切换 到 基本 图 形 分 析 法 的 页 面 上 ,根据 相应 的 基本 图 形 所 
阐明 的 道理 ,看 懂 、 明 白 分 析 的 过 程 ,并 可 领悟 分 析 方 法 的 规律 性 的 应 用 过 程 . 

在 点 击 每 一 个 基本 图 形 的 使 用 按钮 时 ,会 呈现 应 用 这 个 基本 图 形 的 有 关 图 
标 ,这 些 图 标 可 以 分 为 两 类 :一 类 是 实 线 图 标 ,表示 不 需要 添加 辅助 线 的 应 用 方 
法 ;一 类 是 虚线 图 标 ,每 一 个 这 样 的 图 标 都 是 应 用 同一 种 添加 辅助 线 的 方法 . 


“een rr ETE 
条 贿 三 em 
与 镜 有 关 的 。 六 8p- 多 


相似 三 儿 光 喜光 三 钊 间 关 | 志 上 的 让 


性 质 位 置 特征 di 应 用 条 件 应 用 万 法 


hy LT 
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一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


二 、“ 几 何 题 典 " 功 能 介绍 


“几何 题 典 ”是 《几何 王 ) 软 件 的 最 基本 、 最 重要 的 核心 功能 .“ 几何 题 典 ”, 顾 
名 思 义 就 是 一 部 “几何 词典 ”, 但 它 不 仅 是 一 部 解 题词 典 ,更 是 一 部 分 析 词 典 . 它 
不 仅 解决 每 一 道 题 怎么 做 ,更 要 解析 每 道 题目 是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 思维 过 
程 ,这 是 所 有 教材 .教学 参考 书 \ 习 题 集 、 解 题词 典 上 都 找 不 到 的 内 容 . 


5 WW ws 


en 站 和 -Ro es 


《几何 王 》 软 件 里 的 每 一 道 题目 的 分 析 过 程 ,都 是 在 “几何 题 典 ”的 页 面 上 来 
展示 的 . 

在 题目 呈现 后 ,只 要 点 击 “ 分 析 ” 按 钮 ,分 析 过 程 就 会 开始 展示 ,以 后 只 要 点 
击 “ 下 一 步 ” 按 钮 ,分 析 过 程 就 会 一 步 一 步 依次 展示 下 去 .在 教学 中 ,教师 在 任何 
一 步 都 可 以 停 下 来 ,询问 学 生 “ 接 下 来 应 怎样 想 ”, 努 力 使 学 生 自己 想 出 来 .如 果 
学 生 有 一 步 或 几 步 不 清楚 不 明白 ,还 可 以 点 击 * 上 一 步 ”按钮 ,将 思维 过 程 一 步 
一 步 退 回去 , 退 到 想 明 白 的 地 方 ,再 重新 想 下 去 ,直到 问题 全 部 想 出 来 .在 思考 过 
程 中 所 用 到 的 每 一 个 基本 图 形 和 补 完整 基本 图 形 所 要 添加 的 辅助 线 , 都 是 随 着 
分 析 过 程 的 进行 ,一 步 步 呈现 出 来 ,辅助 线 也 是 一 条 条 添加 出 来 的 ,分 析 到 哪 
里 , 添 到 哪里 ,图 形 的 变化 和 分 析 过 程 是 同步 进行 的 ,这 就 是 思维 过 程 的 可 视 
化 ,这 样 每 一 个 几何 问题 的 思维 过 程 就 可 以 呈现 得 清 清楚 楚 . 


三 、“ 一 课 一 学 ”功能 介绍 
“一 课 一 学 ”是 《几何 王 ) 软 件 与 课堂 教学 结合 得 最 紧密 的 功能 ,可 以 实现 方 
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便 教师 ,学 生 在 备课 .课堂 教学 . 课 后 复习 、 作 业 中 使 用 的 目标 . 

展示 页 面 后 ,直接 点 击 相应 年 级 ,就 可 依次 进入 所 需要 的 章 、 节 、 小 节 .选择 
所 需要 的 内 容 进行 点 击 , 就 可 以 显现 “相关 概念 “相关 定理 “教材 例题 “教材 
习题 "和 “课外 习题 "等 内 容 . 


相关 要 名 


相关 数 儿 所 属 年 缀 。。 所 属意 节 


相关 白 久 “相关 宝 种 “各 村 由。 下 村 如是 这 外 刁 中 
点 击 “ 相 关 概 念 ”, 展 示 的 就 是 这 一 节 教 材 中 的 知识 概念 内 容 , 教 师 可 直 
接 进行 教学 .点 击 “ 相 关 定 理 ”, 展 示 的 就 是 这 一 节 教 材 中 的 有 关 定 理 的 内 容 ， 
对 定理 本 身 的 分 析 、 证 明 则 安排 在 “教材 例题 ”中 .点 击 “ 教 材 例题 ”, 展 示 的 就 
是 这 一 节 教 材 中 的 有 关 例 题 ,并 且 都 有 详尽 的 分 析 过 程 ,便于 教师 在 教学 过 
程 中 参考 .点 击 “ 教 材 习题 ”, 展 示 的 就 是 这 一 节 教 材 中 的 有 关 练 习题 , 既 可 以 
作为 课 演 练习 ,也 可 以 作为 课外 作业 布置 .点 击 " 课 外 习题 ”展示 的 就 是 与 这 
一 节 教 材 内 容 有 关 的 课外 练习 题 ,这 是 教师 应 用 最 多 的 部 分 .实际 上 ,不 管教 
师 使 用 哪 一 版 本 的 教材 ,仅仅 依靠 教材 上 的 内 容 进行 教学 是 远 远 不 够 的 ,还 
需要 补充 相当 数量 的 习题 ,尤其 是 在 复习 课 上 ,“ 课 外 习题 ”就 是 为 了 教师 的 
这 一 需要 而 编撰 的 . 
“一 课 一 学 ”上 的 内 容 , 教 师 选 定 以 后 ,可 直接 撰写 成 教案 或 打印 成 文 . 


四 、“ 智 能 搜索 ”功能 介绍 


“智能 搜索 ”是 《几何 王 ) 软 件 最 重要 也 是 最 强大 的 功能 , 它 可 以 帮助 教师 迅 
速 搜寻 到 自己 所 需要 的 教学 内 容 . 
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条 件 性 质 习题 所 属 年 级 所 属 范围 ， 难 焉 等 级 ”解法 


7 \ 向 | | I 
pe Ny me) 


《几何 王 》) 软 件 的 “智能 搜索 ”功能 ,可 以 根据 “所 属 年 级 “所 属 范围 “难度 
等 级 “条 件 性 质 ” 知识 点 ”和 ”基本 图 形 ”等 不 同 要 求 进行 搜索 . 

点 击 “ 所 属 年 级 ”, 就 会 出 现 拖 出 不 同年 级 的 按钮 ,教师 就 可 以 根据 实际 的 
教学 需要 来 进行 选择 .如 一 位 教师 正在 执教 八 年 级 第 二 学 期 , 那 就 点 击 “ 八 (2)”， 
那么 八 年 级 第 二 学 期 的 全 部 内 容 就 会 呈现 出 来 ,直接 点 击 要 看 的 题目 ,这 道 题 
目 就 会 直接 跳 转 到 “几何 题 典 ?页面 上 展开 . 


智能 搜索 
所 属 年 级 | 各 远 条 件 [ 何 吉 


所 属 范围 
条 忻 性 质 习题 所 属 年 编 ， 所 属 范围 ”难度 等 级 ”加 法 
知识 点 0: DC 中 ， 避 记 碟 ，2=MD8C，3 理 9 闪 中 这， 联结 好 。 三 1 玫 和 大 
二 Bn Mancop, plee, c= 儿科 建 外 司 是 
吉本 图 彩 Bn: A , besesp, SMEprA A Wh 
生产 交 再、 3 J 巢 外 刁 题 
从 全 埋 外 习题 


多 从 全 执 材 习题 

| 

EN0: Me 中 ,co 是 R85 的 外 角 : -英作 风情 外 习 租 

已 知 : 正方 浇 Apom 中 ，E 玲 如 的 中 点 ，F 是 中 的 中 商 。 菩 瑞 BE、 PDF. | 
人 六 


ErErssss 


ov ean ne E ats 


点 击 “ 所 属 范围 ”就 会 出 现 "教材 例题 “教材 习题 “课外 习题 “中考 真题 ” 
“竞赛 试题 "等 选项 ,教师 .学 生 都 可 以 根据 自己 教 和 学 的 需要 来 作出 选择 ,一般 
教师 选 得 较 多 的 是 “课外 习题 "和 “中 考 真 题 ”两 部 分 . 

如 点 击 “ 难 度 等 级 ”, 就 会 出 现 以 星 级 来 表示 的 不 同 难度 等 级 ,以 便于 教师 
根据 所 教 班级 学 生 的 实际 水 平 作出 选择 ,也 便于 学 生根 据 自己 的 实际 能 力 水 平 
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作出 选择 .学 生 刚 开始 学 习 时 ,或 能 力 水 平 还 较 低 时 , 可 选择 友 级 或 友 玄 级 的 内 
容 进 行 教 和 学 , 随 着 学 习 水 平和 学 习 能 力 的 逐步 提高 ,可 转 到 友 真 友 级 甚至 让 
友 克 友 级 的 内 容 进行 学 习 . 在 高 星 级 内 容 已 能 很 好 地 掌握 的 情况 下 , 低 星 级 的 内 
容 也 就 可 以 不 再 重复 学 习 . 

点 击 “ 条 件 性 质 ”, 则 可 以 根据 习题 所 给 出 的 条 件 进行 搜索 ,可 直接 点 击 “ 条 
件 性 质 ” 中 相应 的 模板 ,就 可 获得 相应 的 搜索 结果 . 


mame nN < 上 sm 


如 果 题 目 给 出 的 第 一 个 条 件 是 “AAABC 中 ”, 那 么 只 要 点 击 “ 条 件 性 质 ” 中 
的 “三 角形 ”, 就 会 搜索 到 包含 条 件 “ 八 ABC 中 ”的 所 有 题目 . 


已 知 : 入 C 中 ， 姑 5 芝 ,，b 是 坊 上 的 一 点 ,时 妨 上 朋 一 点 ,所 近 ， 二 。 烤 村 习题 一 


已 0: AiB: 中 ，4= 达 ，1 从 丰 上 的 有， 丽 A 上 的 一点 ，hird3, 能 结 址 。 tt。 数 村 习题。 
“ 


奥 新 于 凤 妃 知 : AkBc 中 ,MD 上 Lm 和 要 吓 欧 h，ZDAD=Dw; ti 。 教材 刁 是 
已 知 : 和 ABC 中 AP 人， 过 A 作 二 最 好， 到 D=2c 业 ， 直 cp 相交 于 二 罗 。 坎 村 习题 
已 和 0: 公开 由 ，As 加 ， 这 4 作 三 30， 她 后 + 教材 习题 六 
已 各: AxBc 中 ，ZAnBz99”。 针 8 作 纺 起 MD，ZDaD= CAB，ZND8=90”， 牙 钙 cD. 十 人 。 融 材 例 是 a 
已 知 ; 人 x0 中 ， 如 上 8D 要是 第 D，4DrBD，E 促 pA 上 的 一 点 ，D8=bo， 胜 靖 88; 区。 教材 全 
B+ Ar 昌 ，AE: 李 ， 莽 发 B4 到 9，M=Ac， 腾 洁 节 。 ty 

Fi 六 5 .i 四 在 
i | | 
EE RA | 本 aas 
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一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 | 


如 果 第 二 个 条 件 是 *AD 是 BAC 的 角 平 分 线 ”, 那 么 就 在 角 的 部 分 点 击 
“ 角 平 分 线 ”, 所 有 三 角形 中 给 出 角 平 分 线 的 题目 就 会 显示 出 来. 


所 属 年 级 | 凡 选 条 件 上 三世 形 醒 ) [请 和 3 号 条 并 
| | 
所 属 范围 y 
难度 等 级 | 和 全 ja i Ee 
条 件 性 质 | 习题 所 属 年 级 所属 范围 _ 扑 度 等 级 “解法 
知识 点 已 向: 从 6 中 ，D 是 BC 的 中 点 ， 轨 是 -ZB 的 角 平 入 针 ， ti0) 教材 例题 关 5 
| 已 :人 #0 和 A 本 四 ，ZENG=ZB RC ， ABC= 二 大 过 全， 好 是 :2 的 和 平分 线 ， 十 四。 教 村 习题 ™ 1 
基本 图 形 | Bhat Aame 中 ，apsic, mp 是 asc 的 生平 分 线 ， 吧 区 hea 的 铬 于 分 线 、 共和 5 题 于 2 
a 已 组 : AhBc 中 ，MD=MC，ZBAc=100”，c 蛙 之 ACB 的 负 平 分 线 。 th 是 全 
已 生 : Kt 中 ， 忆 Apcs60”， 如 是 Ze 的 前 平分 线 ，ce 是 ac6 的 前 平分 线 ， 如 、Cg 相 区 于 。 和 。 课外 习题 “于 1 
已 6: 人 A 中 ， 闻 囊 ZP 志 的 外 东平 分 线 ， 开展 ZhcB 和 入 前 平分 线 ， 生 CFB 二 A 人 0) 寺村 习题 ! 
已 名 A 中 ，Zac8-99”，LB4e<309”，D 琴 ba 上 的 一 点，BD=Bc， 至 你 ibe 的 入 分 乒 ，。/ 作 (1 。 孝 村 是 1 
已 0: AsBC 中 ， 吉 80， 钙 发 Db， 好 里 ZDMC 的 裔 平 介 线 ， +t 孝王 2 
已 灿 : 人 be 中 ， 加 是 ZB 的 角 平 介 线 ， 吉 的 关 吉 平 分 钱 交 如 于 #8、 突 Fe 的 姓 长 续 于 F, 联结 。。 作 1) 教材 绅 。。” 1 
Fa 四 1 和 .全 
ly [站 地 外 | ) | 了 ] ke) WF 
i tare me em sca Ns SR 


依次 进行 下 去 ,就 可 以 很 快 地 搜索 出 所 需要 的 题目 . 

如 果 题 目 中 首先 给 出 的 是 等 腰 三 角形 的 条 件 ,那么 可 以 在 "条件 性 质 ” 中 的 
“三 角形 ?部 分 直接 点 击 “ 等 腰 三 角形 ”, 就 可 以 搜索 到 所 有 包含 条 件 “ 人 ABC 
中 ,AB 二 AC” 的 题目 ， 


“| 智能 搜索 


所 脐 年 级 | | 病灶 条 件 “守卫 = 角形 司 ] 人 
所 局 范围 \ 
难度 等 级 | 搜索 结果 和 
| 
条 件 性 质 | 习题 所 属 年 级 所属 范围 难度 等 级 、 解 法 
知识 点 | EX: se 中 ，ABzE，b 是 加 上 的 一 点 ,8 最 如 上 的 一 上 ， DE 让 ， ta 部 和 5 1 
| 已 和 :AN 中，kb=M0, 了 保 如 上 的 一 总， 8 是 如 上 的 一 志 ，hbn 二 ， 赎 后 bE。 四。 教 村 习题 由 1 
基本 图 形 | 已 知 : Bc 中 M0， 这 才 号 局 克 ， 过 玫 儿 千本， 如 = 让 ，ZBAt=Z0E， 大 ,ch 相交 于 。。 七) 。 教 村 习题 。 1 
四 | E#0: A 中 ,Absr， 生长 4BD，W=ac， 职 苇 5C ， ty 二 2 
。 | Bg: Aapeh ,如 = 引 ， b 蛙 K 的 中 向， 是 加 上 的 一 遍 ， 卫 加 可 是 是 F, Lac 要 足下 6， 七 人 课题 * 1 
已 hy AsB 中 ，sb=4C， 5，E 蘑 上 的 两 大 ，Ds 赴 ， te 二 [习题 于 3 
已 知 : AsB0 中 ，AD=， 凶 春 ZADc 的 角 于 人 线 ， cE 时 :ZAC6 的 前 平分 线 . tt 语 外 习 膨 3 
已 站， ApE 中 ，AB=AR， 0 是 六 上 的 一 点 ，8 建 雪上 的 一 点 ，b=iEy 了 、CPHRR 于 FF- +t。 课外 习题 4 
Win 


局 AAADC 中 ， 妇 = 这 0 是 2 的 中 让，7 量 从 的 中 点 ， 联 结 肛 、C0， 帮 了 天 委 足 旦 F，AMLO 七 四 刘 外 习 旺 
请 23 ve 回 


Ret vs 


如 点 击 “ 知 识 点 ”, 则 可 以 搜索 应 用 到 这 个 知识 点 的 所 有 的 题目 . 
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高 = = 
三 秽 彤 本 线 和 三 旬 肌 三 二 彩 的 芍 于 只 托 


荣 必 性 咕 yongcog in = 所 民生 约 。 所 履 移 园 ， 蕉 诬 村 级 解法 
和 三 角形 的 发 夏 多 三 角形 失 边 上 的 高 
亲本 团 形 。 二 三 总 肛交 而 内 四 有三 免 开 的 料 廊 上 的 
wn” 角 的 测 角 三 次 形 中研 
ms 和 了 三 痪 六 En 


rs vc 


如 果 在 “知识 点 ”中 点 击 “ 三 角形 的 中 线 ”, 那 么 搜索 的 结果 将 会 显示 所 有 与 
三 角形 的 中 线 有 关联 的 题目 .这 一 功能 在 复习 课 , 特 别 是 围绕 某 一 个 主题 或 专题 
进行 复习 时 ,用 得 比较 多 . 

如 果 点 击 “ 基 本 图 形 ”, 那 么 可 在 拉 出 图 标 后 ,直接 点 击 图 标 来 进行 搜索 .每 
点 击 一 个 图 标 ,就 可 以 搜索 到 应 用 这 个 基本 图 形 的 所 有 题目 .如 果 点 击 的 是 实 线 
图 标 , 那 就 是 不 需要 添加 辅助 线 的 应 用 这 个 基本 图 形 的 所 有 题目 ;如 果 点 击 的 
是 一 个 有 虚线 的 图 标 , 那 就 是 需要 添加 辅助 线 的 应 用 这 个 基本 图 形 的 所 有 题 
目 , 而 且 每 一 个 有 虚线 的 图 标 ,都 可 以 搜索 到 应 用 同一 种 添 线 方法 的 所 有 题目 . 


如 果 点 击 “ 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 ”这 个 基本 图 形 的 第 六 个 图 标 , 这 是 一 
个 有 虚线 的 图 标 ,表示 出 现 了 角 平 分 线 和 向 角 平 分 线 所 作 的 垂 线 就 一 定 会 出 现 
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等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 的 基本 图 形 .添加 的 方法 是 将 角 平 分 线 的 垂 线 延 长 到 
和 和 角 的 两 边 相交 ,那么 搜索 得 到 的 就 是 应 用 这 种 添 线 方法 的 所 有 题目 .在 教学 
中 ,要 集中 进行 某 一 种 应 用 方法 、 添 线 方法 的 学 习 , 并 要 强化 应 用 时 ,就 可 以 用 
这 种 方法 来 进行 搜索 . 


| 智能 搜索 


所 和 级 | 各 先 条 件 | 等 天 三 疝 形 五 15 下 


所 属 范 转 
难度 等 级 搜索 结果 一 i i a 
条 件 性 质 习 籁 所 属 年 级 所 庭 范围 ， 难 度 等 级 解法 
知识 点 已 拘 ，AaBC 中 ，ZUCeeg6”， 过 A 作 跌 风 种，2Dhln Pi6，2Un6=a07 ) 联 千 cb ty 和 教 W 。* 1 
已 知 ， AMep, Zh + 是 38 上 的 一 点 ，cpseh 七 载 村 例 国 2 
基本 图 形 局 1 Am 中 让 ee to 是 * 4 
bed + ac 是 中 线 ，D 仍 如 上 的 一 看， 过 bEDF/ ,过 MEBP NC， 声调 外 习题 “于 1 


已 知 :年 行 四 边 形 ABop 中 ， 加 =29c， 对 长 cB 到 8，BE<B0， 迁 长 吏 到 F, C=e， 栖 、08 相 交 于 。 作 全 教材 习 糙 
已 如 : Aspo 中 ，Br>hp>hc，bp 攻 ZBAc 的 商 平 站 线 ， 了 E 尝 ABc 的 笠 平 分 续 ， F 旦 Be 的 中 南 , 5 。 七 久 。 课外 习题 。 “ 
已 知 ， A4Bc 中 ，4b=hc，Z8o=90* ， 甩 是 .<A8C 的 角 平 分 线 ， 延 长 8 到 E，cg 上 到， 二 四 教材 5 是 人 1 
已 知 : A450 中 ,to 是 /Bc 的 清平 分 线 ， 直 sD 委 中 是 E，F 是 如 的 中 南 ， 联 入 多 ， 人 教科 习题 。 各 1 
已 关 : 公 ABc 中 ,2 玲 ADC 的 前年 分 线 ，c8 是 N08 的 舱 平 介 线 ， 二 CE 要是 是 F， 如 ED 委 足 。 八 C) 课外 习 胜 pe 

四 12a3d45 人 看 


) 
[an 
| 


五 、“ 图 形 冲浪 ”功能 介绍 


“图 形 冲 浪 ” 功 能 的 设计 ,目的 是 为 了 对 学 生 进行 看 图 训练 ,提高 学 生 的 看 
图 能 力 . 

在 几何 问题 中 ,有 100 多 个 最 基础 .最 重要 、 出 现 频 率 最 高 的 图 形 ,这 些 图 
形 看 懂 以 后 ,就 几乎 没有 看 不 懂 的 图 形 了 ,所 以 就 可 将 这 些 图 形 集 中 在 一 起 , 进 
行 集中 的 看 图 训练. 


起 择 答 熄 模 式 


选择 时 间 要 录 
9 0 
Ce 
开航 独 类 和 
t p 
葡 案 
1 b 
症 目 二 
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为 了 强化 训练 ,加 大 紧张 程度 ,逐步 增加 训练 的 难度 和 要 求 , 在 “图 形 冲浪 ” 
部 分 还 专门 设计 了 倒计时 功能 ,让 学 生 在 倒计时 的 环境 条 件 下 进行 思考 和 答 
题 ,目的 是 在 提高 学 生 看 图 能 力 的 同时 ,培养 学 生 思维 的 敏捷 性 、 判 断 能 力 , 进 
行 要 求 很 高 的 心理 素质 训练 . 

展示 页 面 后 ,在 “选择 答题 模式 ”部 分 ,如 选择 “ 题 号 ”, 就 可 以 根据 题目 的 次 序 
依次 来 进行 训练 ;如 选择 “基本 图 形 ”, 则 每 次 都 以 这 个 基本 图 形 为 主题 来 进行 训 
练 .然后 再 在 “选择 时 间 要 求 ” 选 定 若干 秒 ,那么 每 道 题目 的 答题 都 在 选 定 的 若干 秒 
开始 进行 倒计时 ,到 时 就 会 自动 跳 转 到 下 一 题 . 接 下 来 还 要 在 “顺序 答题 "和 “随机 
答题 "中 作出 选择 (设计 "随机 答题 ?功能 , 主要 是 为 了 避免 连续 进行 的 按 固定 顺序 
的 看 图 训练 出 现 思维 定式 ) ,然后 点 击 “ 开 始 答题 ”就 可 开始 进行 练习 .每 次 练习 完 
成 后 ,只 要 点 击 “ 汇 总 ”, 就 可 看 到 这 一 次 练习 的 结果 、 分 析 和 成 绩 . 


六 、“ 节 节 高 ”功能 介绍 


“ 节 节 高 "是 为 了 使 学 生 能 及 时 了 解 自己 的 学 习 水 平 ,在 自己 目前 的 基础 上 
进行 有 针对 性 的 学 习 , 一 步 一 步 提 高 ,发展 自己 的 学 习 能 力 而 设计 的 功能 . 

“ 节 节 高 ”页面 打开 后 ,可 点 击 其 中 的 任何 一 级 开始 练习 ,如 果 通 过 ,就 可 做 
高 一 级 的 练习 ;如 果 没有 通过 ,系统 会 给 出 应 做 的 相应 练习 题 ,进行 学 习 上 的 指 
导 , 从 而 帮助 学 生 取 得 学 习 上 的 逐步 提高 和 进步 . 

“ 节 节 高 ”内容 共 分 为 十 一 节 , 可 逐 级 提高 , 供 学 生根 据 自己 的 实际 情况 选用 . 


节 节 高， 第 -三 
节 节 高 ， 第 二 入 
节 节 高 ， 香 三 绷 
节 地 高 , 第 四 级 
节 节 高 ， 第 五 纹 
节 节 高 ， 第 六 级 
节 地 高, 第 地 
节 节 高 ， 第 作 级 
节 节 高 ， 第 九 级 
节 忆 高， 各 + 地 
节 Y 丰 ;第 1- 级， 有 叶 县 昌 “人 拒 生 


a te a - em 
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七 、“ 中 考 助手 "功能 介绍 


“中 考 助 手 ” 是 为 了 适应 各 地 、 各 学 校 在 总 复习 阶段 的 教学 需要 而 设计 的 功 
能 ,这 也 是 许多 教师 使 用 频率 较 高 的 功能 . 

“中 考 助 手 ” 功 能 页 面 打 开 后 ,有 “中 考 模拟 题 " 和 “中 考 真 题 ” 两 部 分 可 供 选 
择 , 点 击 后 就 可 展示 相应 的 内 容 或 进行 练习 、 测 试 . 

“中 考 模拟 题 " 中 ,总 共 给 出 了 10 套 具有 中 考 综合 性 要 求 的 模拟 试题 ,每 套 
10 题 ,都 覆盖 了 几何 教学 要 求 在 分 析 方 法 方面 的 主要 内 容 .在 实际 教学 中 ,教师 
只 需要 有 针对 性 地 选择 几 套 或 进行 重新 组 卷 后 进行 练习 就 可 以 了 . 


扫黄 评分 we rm ee 


因素 评分 “时 ” 才 开 分 析 


和 案 评 分 ”私人 人 析 
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因为 每 一 套 中 考 模拟 题 都 是 要 求学 生 进 行 练习 的 ,所 以 教师 可 直接 打印 成 
试卷 或 进行 重新 组 合 后 再 打印 成 试卷 供 学 生 训 练 , 所 以 软件 上 在 每 一 试题 显示 
以 后 ,是 打 不 开 答 案 部 分 的 ,只 有 当 10 道 试 题 全 部 做 完 才 展 示 答 案 , 并 附 有 每 
一 题 的 得 分 标准 .在 "中考 助手 ?功能 页 面 上 ,是 看 不 到 每 一 道 题目 的 分 析 过 程 
的 ,如 果 要 查看 每 一 道 试题 的 分 析 过 程 ,可 直接 点 击 在 页 面 上 列 出 的 试题 , 跳 转 
到 “几何 题 典 ”页 面 ,就 可 以 浏览 分 析 过 程 . 


答案 及 评分 ~ -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


答 宁 评分 “IE 光华 分 析 


中 者 模拟 申 | 茉 1: 二 第) 三 


者 焉 是 站 扯 ， 四边 肛 pmy 丰 ， 如 人 这，ZBhrt0* Potc, 项目 
蒂 企 旺 &，F 妇 地 的 中 内 ， 壬 藻 呈 ,县 缚 蛆 - 
于 证 : 如 让 FC 


o 
列表 ee 
一 习 重 R 
已 筑 : 则 沁 开 Cp 中 功放 了 ，CaDe00 S900 下 上 的 惟 中 是 E，F 是 上 的 中 点 ， 联 千 AD ”证 外 习 息 
0: ANC ZACE90”， 了 是 本 的 中 商 ， 捧 结 3， 5 杆 e 上 的 一 点 ,期 结 帮 ， 
BN0r AxBoh, sa0, D 是 MM 上 的 一 点， 四 和 sc 广 相 交 于 F、 夺 证 : Wis 印 。 菇 2) 中考 中 网 
已 N+ 四 汶 式 cp 中 妈 放 5c abaCD ,WH 旭 和 中 琳 ，F 册 e 的 中 点 ， 0 村 C0 的 中 点 ,RB 是 Ma。 作 六 中 者 相 网 ed 1 


3 
知 案 评分 “EY” 雪 得 分析 


于 朗 等 加 解法 
3 


“中 考 真题 ”选编 了 部 分 地 区 近年 来 中 考试 卷 中 的 几何 试题 ,根据 软件 的 设 
计 要 求 ,每 道 试题 都 展示 了 详细 的 分 析 过 程 和 解 题 过 程 , 可 根据 需要 点 击 后 阅 
读 观 看 . 
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第 三 节 ”应 用 《几何 王 》 软 件 进行 备课 和 课堂 教学 


在 备课 和 课堂 教学 中 应 用 《几何 王 ) 软 件 ,首先 要 进行 登录 . 
在 国家 教育 资源 公共 服务 平台 (n.eduyun.cn) 或 点 击 4 几 何 王 》 软 件 系统 网 址 
(www.001jihe.com) 都 可 以 打开 、 进 入 《几何 王 ) 初 中 平面 几何 学 习 软 件 (网 络 版 ) 的 


主页 . 


a dt 


a 用 本 于 
* 时 莹 凡 全 的 蒜 拍 


牙 产 管理 
相 看 信息 
-如 改 他 站 i 
~ EEN: 
充 角 信息 
- 充 针 
友信 这 各 
i sufanean 利 作 时 间 : 693 天 以 过 二 
上 次 性 杂 时间 炮 天 办 便 卡 充 信 大 动 
2010/1/Y 10:15:52 
3 
bb yf 
i | yy > 让 万 
从 这 六 - 入 
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在 主页 面 的 上 方 ,这 时 就 出 现 了 “基本 图 形 分 析 法 “几何 题 典 ”一 课 一 学 ” 
“智能 搜索 “图 形 冲 浪 ”“ 节 节 高 "和 “中 考 助 手 ” 七 个 功能 模块 按钮 . 

使 用 《几何 王 ) 软 件 ,首先 要 学 会 操作 .对 许多 教师 来 说 ,学 会 软件 的 操作 是 
不 难 的 ,甚至 一 两 个 半天 就 能 学 会 .在 学 会 操作 软件 以 后 ,就 需要 通过 自己 的 不 
断 使 用 ,逐步 达到 娴熟 操作 的 程度 ,这 样 就 能 在 备课 和 课堂 教学 中 从 容 自 如 地 
使 用 软件 . 

教师 使 用 《几何 王 ) 软 件 进行 教学 的 基础 和 前 提 是 备课 ,只 有 备 好 课 , 撰 写 
了 质量 较 高 的 教案 ,才能 娴熟 地 使 用 《几何 王 ) 软 件 进行 上 课 , 并 取得 较 好 的 教 
学 效果 . 

使 用 《几何 王 ) 软 件 进行 备课 ,就 是 将 现代 信息 技术 应 用 到 备课 工作 中 ,其 
总 的 原则 、 要 求 和 常规 的 备课 要 求 应 该 是 一 致 的 ,但 应 体现 出 方便 规范、 高 效 
的 特点 . 

应 用 《几何 王 ? 软 件 进 行 备 课 的 关键 和 重点 是 要 使 学 生 在 学 习 和 掌握 基础 知 
识 、 基 本 技能 的 基础 上 ,学 会 并 能 应 用 正确 的 思维 方法 来 思考 问题 ,培养 学 生 的 思 
维 能 力 、 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ,并 进而 实现 提高 几何 教学 质量 的 目标 . 

备课 第 一 步 要 做 的 就 是 根据 课题 .教学 目的 和 教学 要 求 , 对 整 节 课 的 框架 
结构 进行 筹划 .根据 多 年 来 实验 学 校 积累 的 教学 经 验 和 研究 成 果 , 应 用 《几何 王 》 
软件 进行 教学 已 逐渐 形成 了 教学 效果 比较 好 的 教学 模式 . 

一 节 课 的 整体 时 间 安 排 ,一般 情 况 下 ,复习 和 新 知识 引入 占 3 至 5 分 钟 ,看 
图 训练 或 基本 技能 训练 占 3 至 5 分 钟 ,新 课 教学 或 复习 课 教 学 (包括 概念 教学 、 
定理 教学 .例题 教学 等 ,教学 形式 包括 讲授 、 提 问 阅读、 讨论 等 ,教学 容量 根据 
具体 教学 班 的 实际 情况 大 体 上 确定 在 3 至 5 个 例题 ) 占 20 至 25 分 钟 , 学 生 课 堂 
练习 和 教师 巡视 辅导 占 8 至 10 分 钟 , 课 堂 小 结 占 2 至 3 分 钟 , 

备课 的 第 二 步 就 是 根据 教学 要 求 选 定 教学 内 容 , 可 以 使 用 “智能 搜索 ”功能 
搜寻 所 需要 的 内 容 , 也 可 以 通过 ”一 课 一 学 ?或 “中 考 助手 ” 选 定 所 需要 的 内 容 . 选 
定 教学 内 容 的 基本 原则 是 要 适应 多 数学 生 的 学 习 水 平和 学 习 能 力 , 是 多 数学 生 
需要 通过 自己 的 努力 学 会 .学 好 、 掌 握 的 内 容 . 

对 每 节 课 的 例题 和 练习 题 的 选择 和 确定 ,要 考虑 到 难度 等 级 的 逐步 提升 . 根 
据 教学 班 的 实际 情况 ,可 以 选择 雄 级 、 友 玄 级 .让 友 让 级 的 配置 ,也 可 以 选择 丰 
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次 级 、 克 友 友 级 、 克 交友 克 级 的 配置 ,还 可 以 选择 克 克 级 、 克 友 级 、 克 友 友 级 的 配 
置 等 ,难度 等 级 的 确定 要 坚持 从 实际 出 发 .追求 实效 的 原则 ,学 生 达 不 到 要 求 时 
应 适当 调 低 难度 要 求 , 确 保教 学 的 实际 效果 . 

以 备 “ 直 角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 的 性 质 的 应 用 ”一 课 为 例 . 

首先 ,可 以 在 “基本 图 形 分 析 法 ”部 分 , 点击“ 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 ” 的 
基本 图 形 , 可 以 选用 基本 图 形 的 性 质 、 位 置 特征 、 应 用 条 件 和 应 用 方法 作为 概念 
部 分 的 复习 . 

然后 ,在 “图 形 冲 浪 ” 的 “直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 ” 部 分 选 定 五 题 , 设 定 每 
题 练习 的 倒计时 间 为 30 秒 , 作 为 看 图 训练 . 


知识 点 lt Apr 中 ， 浸 o 上 的 - 丰 ， 和 -二 3 吾 fi 丰 ?各 Ac 中 点 Ny Ham ”了 
ne lr A te 让， es 六 ， Np 
SR ah 
vas 
syriamienenu me : nae 


接 下 来 ,应 用 “智能 搜索 ”选取 教学 用 的 例题 ,第 一 题 可 以 按 “ 直 角 三 角形 斜 
边 上 的 中 线 ” 的 实 线 图 标 选 难度 为 克 克 级 的 题目 . 


所 属 范 转 E48: 但 法 出 RcB 由 ,友信 这 ， 达 娩 009”， 8 时 鸣 的 中 攻 ， 
Hm es 地 - 
莘 诬 等 级 PE A 
~ 
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第 二 题 可 以 按 “ 直 角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 ” 的 第 一 个 虚线 图 标 选 难度 为 友 
克 级 的 题目 ,对 于 学 习 基 础 较 好 的 班级 也 可 青 选 一 题 . 

接 下 来 可 以 按 “ 直 角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 ” 的 第 二 个 虚线 图 标 选 难度 为 友 
冯 级 或 克 克 克 级 的 题目 ,对 于 学 习 基础 较 好 的 班级 也 可 各 选 一 题 . 

最 后 ,可 在 以 上 适当 的 部 分 选择 一 个 题目 作为 课堂 练习 ,并 在 这 三 个 部 分 
各 选 一 题 作为 课外 作业 题 . 

在 完成 了 教学 内 容 的 选 定 以 后 ,就 进入 了 备课 的 第 三 步 ,就 是 认真 钻研 和 
深入 推 若 思 维 的 过 程 .这 是 最 重要 、 最 关键 的 部 分 ,教师 备课 质量 的 高 低 , 说 到 底 
就 是 由 这 一 部 分 内 容 质 量 的 高 低 来 决定 的 .教师 要 正确 地 解决 “ 拿 到 这 个 问题 后 
是 怎样 想 的 “是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 “为 什么 会 这 样 想 ” 这 三 个 问题 . 

《几何 王 ) 软 件 给 出 了 每 一 个 问题 详尽 的 分 析 过 程 ,教师 在 备课 时 可 以 作为 
参考 .重要 的 是 ,每 位 教师 在 明白 、 掌 握 了 这 些 分 析 过 程 以 后 ,要 用 自己 的 教学 语 
言 来 进行 表述 和 讲解 ,有 的 还 要 进行 解释 和 说 明 , 这 一 转化 过 程 是 要 在 备课 阶 
段 解决 的 . 

对 每 一 个 问题 的 分 析 过 程 ,教师 也 可 以 采用 自己 习惯 的 教学 语言 来 进行 教 
学 .在 备课 时 ,教师 应 该 在 教案 中 将 所 要 讲述 的 分 析 过 程 完 整地 写 出 来 ,对 于 每 
一 个 关键 的 步骤 ,都 给 自己 提出 设 问 : 为 什么 会 这 样 想 ? 讲 清楚 了 没有 ?”“ 怎 
么 会 想到 这 一 步 ? 讲 清楚 了 没有 ?” 这 样 就 会 不 断 地 提高 自己 的 备课 质量 和 教 
学 能 力 . 

确保 对 分 析 过 程 研究 透彻 ,思维 过 程 的 道理 都 能 讲 通 以 后 ,就 可 以 进入 备 
课 的 第 四 步 ,筹划 课堂 教学 的 教学 形式 和 教学 方法 . 

任何 教学 内 容 , 在 具体 执教 时 ,都 可 以 采用 不 同 的 教学 方法 或 教学 形式 来 
进行 .教学 的 方法 ,有 以 教师 讲授 为 基本 形式 的 讲授 法 ;有 教师 提问 、 学 生 进行 思 
考 回答 的 问答 法 ;有 教师 和 学 生 、 学 生 和 学 生 之 间 进 行 讨论 的 讨论 法 ;有 以 对 学 
生 进 行 基本 训练 为 主要 内 容 的 练习 法 ;有 学 生 阅 读 后 提 出 问题 ,教师 进行 解答 
论述 的 阅读 指导 法 ,等 等 . 

教师 需要 根据 实际 的 需要 和 教学 内 容 的 特点 ,选择 恰当 的 教学 形式 和 教学 
方法 .例如 ,有 的 概念 ,概念 中 出 现 的 关键 词 ,概念 的 语言 表述 和 符号 .字母 表述 
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的 互 译 ,反例 的 构建 等 ,学 生 很 难 通过 自己 阅读 就 能 理解 ,更 无 法 自主 提出 问 
题 ,需要 教师 讲 得 深入 浅 出 ,帮助 学 生 很 快 明白 、 理 解 、 掌 握 , 就 可 以 采用 讲授 
法 ;有 的 内 容 属 于 技能 学 习 和 训练 的 范畴 ,学 生 既 可 以 在 教师 示范 后 练习 ,也 可 
以 在 自己 阅读 的 基础 上 进行 练习 ,这 时 就 可 采用 练习 法 或 阅读 指导 法 ;有 的 内 
容 很 容易 组 织 成 问题 ,逻辑 性 比较 强 ,一步 步 的 推理 很 清晰 ,而 且 可 以 激发 学 生 
的 积极 思维 ,这 时 就 可 以 采用 问答 法 ;有 的 内 容 ,学 生 有 一 定 的 兴趣 ,也 有 一 定 
的 知识 积累 ,容易 产生 好 奇 心 和 求知 欲 ,易于 自然 而 然 地 萌发 设 问 ,学 生 之 间 也 
容易 讨论 起 来 ,这 时 就 可 以 采用 讨论 法 . 

教师 采用 什么 教学 方法 进行 教学 不 是 以 一 节 课 为 单位 的 , 即 采用 某 种 教学 
方法 ,并 不 意味 着 这 节 课 必须 从 开始 到 结束 都 只 能 用 一 种 教学 方法 ,而 应 该 根 
据 实际 的 需要 、 期 望 的 教学 效果 进行 选择 ,可 以 一 节 课 只 采用 一 种 方法 进行 教 
学 ,也 可 以 在 一 节 课 的 不 同 阶段 采用 不 同 的 方法 进行 教学 . 

教师 采用 什么 教学 方法 进行 教学 ,最 重要 的 目的 就 是 教学 效果 , 即 教学 的 
实效 .任何 一 种 教学 形式 教学 方法 ,都 要 在 常态 化 应 用 的 要 求 上 得 到 检验 .教学 
是 需要 形式 和 方法 的 ,但 绝 不 是 追求 形式 的 .一 种 教学 方法 或 教学 形式 的 评价 再 
高 ,最 终 都 不 仅仅 是 看 在 研究 课 、 公 开课 、 展 示 课 上 的 效果 怎么 样 ,而 是 要 看 常 
态 化 的 课 , 没 有 其 他 教师 来 听 的 课 , 教 师 自 主 发 挥 的 课 上 是 否 得 到 应 用 ,是 否 上 

在 确定 了 在 这 节 课 上 所 采用 的 某 一 种 或 某 几 种 教学 方法 以 后 ,就 进入 备课 
的 第 五 步 一 一 设计 教学 过 程 . 

由 于 通过 前 几 步 的 工作 ,教学 过 程 的 整体 框架 实际 上 已 经 构建 ,因此 这 时 
最 需要 完成 的 就 是 将 每 一 个 问题 的 分 析 、 思 维 过 程 转化 为 教学 过 程 .如 实施 问答 
法 进行 教学 ,就 要 设计 出 一 个 一 个 的 具体 问题 和 学 生 可 能 作出 的 回答 ,这 时 还 
要 对 学 生 有 可 能 出 现 的 错误 回答 作出 预先 的 估计 和 相应 的 评价 .指导 .如 实施 讨 
论 法 进行 教学 ,就 要 设计 课堂 教学 进行 到 什么 时 候 , 围 绕 什 么 主题 来 组 织 学 生 
进行 讨论 ,要 思考 如 何 激 发 学 生 对 这 个 主题 的 兴趣 和 求知 欲 ,这 时 需要 估计 在 
讨论 过 程 中 ,学 生 可 能 产生 的 共性 的 问题 是 什么 ,同样 需要 思考 应 对 的 举措 ,还 
要 考虑 如 果 学 生 讨 论 不 起 来 应 怎样 进行 引导 .如 实施 阅读 指导 法 进行 教学 ,就 要 
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预 设 课堂 教学 进行 到 什么 时 候 可 以 进入 阅读 的 阶段 ,这 时 同样 需要 思考 学 生 在 
阅读 ,看书 过 程 中 容易 出 现 的 问题 是 什么 , 哪 一 个 关键 问题 是 学 生 在 阅读 过 程 
中 容易 忽略 的 ,对 此 应 怎样 进行 指导 以 期 取得 较 好 的 教学 效果 . 

无 论 采 用 哪 种 教学 方法 ,追问 都 是 必 不 可 少 的 教学 手段 .对 学 生 已 经 作出 的 
回答 ,追问 “你 是 怎么 想到 的 “为 什么 “有 没有 其 他 的 可 能 性 “作出 这 次 选择 
你 是 怎样 考虑 的 ”是 培养 学 生 思维 能 力 的 有 效 形式 ,有 利于 引导 、 促 使 学 生 的 思 
维 活动 向 更 高 的 层次 发 展 、 升 华 .所 以 教师 在 备课 中 ,一 定 要 设计 好 “追问 ”. 

由 于 应 用 《几何 王 ) 软 件 进行 教学 还 会 涉及 硬件 条 件 , 因 此 教学 过 程 的 设计 
一 定 要 建立 在 确定 的 硬件 环境 条 件 下 .目前 应 用 《几何 王 ) 软 件 进行 教学 可 以 有 
三 种 教学 形式 :普通 教室 上 课 、 电 脑 教室 上 课 和 学 生 采 用 移动 终端 设备 上 课 . 显 
然 , 对 不 同 的 教学 形式 ,教学 过 程 的 设计 也 是 不 一 样 的 . 

在 普通 教室 上 课 的 主要 形式 是 教师 在 投影 屏幕 或 智能 白板 上 演示 ,教师 、 
学 生 在 思维 活动 层面 上 互动 ,学 生 无 法 自己 进行 操作 ,软件 部 分 功能 的 使 用 也 
受到 限制 ,但 目前 大 多 数学 校 班级 的 条 件 决 定 了 只 能 采用 这 种 形式 .这 时 教学 
过 程 的 设计 主要 围绕 如 何 演示 配置 于 普通 教室 常规 条 件 下 的 教学 活动 设计 .在 
电脑 教室 上 课 , 学 生 可 以 自己 在 电脑 上 进行 软件 的 操作 ,教师 可 以 有 针对 性 地 
进行 指导 ,软件 所 设计 的 功能 都 可 以 应 用 于 教学 ,并 实现 部 分 师 生 互动 ,教学 效 
果 和 教学 质量 可 得 到 及 时 的 显示 和 反馈 .但 由 于 一 般 学 校 的 电脑 教室 数量 有 限 ， 
难以 实现 多 个 班级 同时 上 课 , 这 时 教学 过 程 的 设计 就 会 更 着 重 于 学 生 在 电脑 上 
通过 自己 动手 操作 来 进行 学 习 . 学 生 采 用 移动 终端 (平板 电脑 、 智 能手 机) 进行 教 
学 ,教师 可 以 推送 学 习 要 求 和 学 习 内 容 , 学 生 可 以 在 移动 终端 上 完成 以 做 习题 
为 主 的 学 习 任 务 ,学 生 可 以 将 自己 的 练习 结果 推送 给 教师 ,电脑 自动 完成 练习 
题 的 批改 ,显示 学 生 的 答题 情况 .思维 过 程 和 相应 的 评价 、 分 析 、 指 导 . 这 时 的 教 
学 设计 主要 围绕 知识 获取 、 技 能 训练 和 思维 能 力 培 养 这 三 个 层面 的 评价 和 指导 
展开 .显然 ,这 三 种 教学 形式 对 于 备课 和 教学 过 程 相 应 地 会 有 不 同 的 要 求 . 

当 以 上 步 又 全 部 完成 以 后 ,就 进入 了 撰写 教案 环节 ,也 就 是 备课 的 最 后 

教师 的 备课 成 果 , 最 终 都 是 以 教案 来 呈现 的 ,备课 质量 的 高 低 最 终 也 是 以 
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物化 的 形式 一 一 教案 质量 的 高 低 来 衡量 的 . 

在 高 质量 备课 的 基础 上 撰写 高 质量 教案 ,实际 上 只 有 一 个 要 求 一 一 规范 ， 
也 就 是 教师 应 用 规范 化 的 语言 (包括 规范 化 的 要 求 和 规范 化 的 形式 ) 来 撰写 
教案 . 

应 用 《几何 王 ) 软 件 撰写 教案 ,可 在 Word 文档 中 完成 .在 “智能 搜索 ”功能 中 
搜索 到 需要 的 题目 以 后 ,就 可 以 双击 左 键 后 将 题目 以 及 分 析 过 程 、 解 题 结果 在 
“几何 题 典 ?主页 面 打 开 , 然 后 可 将 需要 的 内 容 直 接 复制 到 教案 中 ,有 关 的 图 形 
也 可 以 应 用 “截图 ”功能 直接 复制 到 教案 中 ,对 分 析 过 程 既 可 以 根据 实际 情况 进 
行 必要 的 充实 或 调整 ,也 可 以 根据 教学 的 实际 情况 组 织 成 系列 问题 和 互动 的 过 
程 ,直至 完成 教案 的 撰写 .应 用 《几何 王 ) 软 件 进行 备课 撰写 教案 等 所 有 要 求 都 
可 以 通过 “点 击 ” 来 完成 ,目的 就 是 要 使 教师 的 使 用 方便 而 高 效 . 

在 完成 了 备课 以 后 ,就 进入 了 教案 的 实施 阶段 ,也 就 是 应 用 《几何 王 ) 软 件 
进行 课堂 教学 . 

教师 在 完成 了 高 质量 的 备课 并 撰写 了 高 质量 的 教案 的 前 提 下 ,课堂 教学 实 
际 上 就 是 对 备课 成 果 的 实施 , 即 按照 教案 的 设计 .安排 ,一 步 步 地 实施 即 可 . 

应 用 《几何 王 ) 软 件 进行 课堂 教学 ,教师 可 以 在 投影 设备 ,智能 白板 、 电 脑 、 
一 体 机 上 直接 应 用 “智能 搜索 ”搜寻 需要 的 内 容 , 点 击 打 开 后 就 可 以 进行 教学 ， 
并 可 达到 得 心 应 手 的 程度 . 

在 实施 教案 的 课堂 教 学 中 ,需要 强调 以 下 几 点 . 

一 是 规范 ,课堂 教学 仍然 要 强调 规范 化 的 教学 .这 里 的 规范 化 ,主要 是 指 三 
个 方面 一 一 语言 规范 .书写 规范 .思维 规范 . 

在 课堂 教学 中 ,教师 要 使 用 规范 化 的 语言 进行 教学 ,这 对 数学 教师 来 讲 万 
为 重要 .只 有 教师 的 语言 是 规范 的 ,学 生 的 语言 才 有 可 能 是 规范 的 .做 到 语言 规 
范 , 需 要 有 一 个 基础 条 件 , 就 是 要 认识 和 掌握 分 析 方 法 、 推 理 方法 .思维 过 程 的 
规律 性 .学 生 掌 握 规 律 性 以 后 ,就 会 发 现 许多 表现 形式 并 不 相同 的 问题 ,其 分 析 
方法 和 思维 过 程 却 是 完全 一 样 的 ,这 样 语言 的 规范 也 就 自然 而 然 地 形成 了 .如 果 
没有 规律 性 的 指引 ,认识 只 是 停留 在 经 验 层面 上 ,许多 问题 本 身 就 讲 不 清楚 , 那 
么 要 用 规范 化 的 语言 来 表述 就 很 困难 了 . 
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在 平面 几何 的 教学 中 ,有 相当 多 的 内 容 都 有 严格 的 逻辑 结构 ,采用 的 也 是 
严格 的 逻辑 推理 方法 ,用 规范 化 的 语言 进行 教学 是 完全 做 得 到 的 .然而 ,还 是 有 
不 少 教师 尚 不 能 完全 做 到 用 规范 化 的 语言 进行 教学 . 

如 “出 现 了 三 角形 的 中 线 ,通常 可 以 将 中 线 延 长 一 倍 ?这 句 话 中 ,就 无 法 讲 
清楚 这 个 “通常 ”的 准确 涵义 ;“ 可 以 将 要 证 明 相等 的 两 条 线段 放 在 两 个 三 角形 
中 ,然后 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ”这 句 话 ,就 没有 讲 清楚 为 什么 有 的 题目 中 就 不 
是 将 两 条 线段 放 到 两 个 三 角形 中 ,然后 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ;“ 可 以 将 要 证 明 
成 比例 的 四 条 线段 放 在 两 个 三 角形 中 ,然后 证 明 这 两 个 三 角形 相似 ”这 名 话 ,也 
没有 讲 清楚 为 什么 有 的 四 条 成 比例 线段 两 两 组 成 的 三 角形 ,又 恰恰 是 不 相似 
的 ;* 这 两 个 相似 三 角形 是 A 字 型 相似 三 角形 “这 两 个 相似 三 角形 是 X 型 相似 
三 角形 ”, 也 都 没有 准确 地 讲 清楚 什么 是 A 字 型 相似 三 角形 ,什么 是 X 型 相似 
三 角形 .所 以 ,以 上 这 种 种 语言 表述 都 是 不 规范 的 . 

在 课堂 教学 中 还 有 一 个 较 普遍 的 问题 ,就 是 教师 使 用 了 很 多 随意 性 的 语言 
有 的 教师 突然 想到 什么 会 即兴 发 挥 ,脱口 而 出 ,由 于 没有 经 历 仔 细 推 戎 的 过 程 ， 
所 以 表述 的 语言 常常 也 是 不 够 规范 的 . 

《几何 王 ) 软 件 是 以 能 揭示 几何 问题 分 析 方 法 的 规律 性 的 基本 图 形 分 析 法 
为 基础 理论 的 ,所 以 软件 所 介绍 的 分 析 方法 和 分 析 过 程 中 使 用 了 许多 规范 性 的 
语言 ,很 多 不 同 题目 的 分 析 过 程 在 应 用 到 相同 的 基本 图 形 时 ,分 析 方法 的 阐述 、 
使 用 的 语言 都 是 一 致 的 ,不 会 随 题 目的 不 同 而 变化 ,这 就 是 规范 化 的 语言 表述 . 

在 语言 规范 的 基础 上 ,还 应 要 求 书写 规范 , 即 文字 (包括 字母 ) ,符号 表述 规 
范 .在 平面 几何 教学 的 全 过 程 中 ,无 论 哪 部 分 内 容 , 只 要 书写 表达 出 来 ,都 可 以 达 
到 规范 的 要 求 , 无 论 是 全 等 三 角形 还 是 相似 三 角形 ,也 无 论 是 直角 三 角形 还 是 
等 腰 三 角形 ,都 有 一 套 具有 模式 的 规范 化 书写 要 求 和 程序 ,对 教师 来 说 ,一 定 要 
做 到 只 要 拿 起 笔 , 写 出 来 的 就 一 定 是 规范 表达 的 结果 . 

对 学 生来 说 ,书写 表达 的 规范 化 训练 应 在 学 习 的 起 始 阶段 严格 要 求 , 认 真 
训练 ,形成 规范 ,这 是 在 八 年 级 第 一 学 期 以 前 的 教学 中 要 着 重 落实 . 抓 好 的 一 个 
方面 .在 开始 培养 书写 规范 时 ,由 于 要 下 一 点 功夫 , 花 一 点 时 间 , 有 的 学 生 会 感到 
麻烦 表现 出 不 情愿 .不 配合 ,这 时 就 需要 教师 耐心 地 讲 清道 理 ,循循善诱 ,鼓励 
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学 生 持之以恒 ,逐步 养 成 书写 规范 的 良好 习惯 . 

在 学 生 的 作业 中 或 考试 的 答卷 中 ,我 们 经 常 可 以 看 到 许多 涂 涂改 改 的 痕 
迹 , 这 也 是 书写 不 规范 造成 的 结果 .而 学 生 的 书写 规范 一 旦 形成 ,这 种 现象 就 会 
显著 降低 . 

规范 的 最 高 层次 就 是 思维 规范 ,这 也 是 思维 能 力 水 平 的 一 种 表现 .在 语言 规 
范 和 书写 规范 逐渐 形成 的 基础 上 ,就 要 上 升 到 思维 规范 的 层面 上 . 

思维 规范 ,是 指教 师 、 学 生 能 用 规范 的 思维 方法 、 思 维 模式 去 思考 和 解决 问 
题 ,是 指 在 读 题 以 后 ,能 迅速 作出 判断 ,使 自己 的 思维 在 正确 的 方向 轨道 上 进 
行 ,直至 问题 最 终 成 功 解决 .当然 ,思维 规范 的 形成 有 一 个 过 程 ,但 是 首先 必须 要 
有 这 样 一 种 意识 ,教师 对 自己 要 有 这 样 一 种 要 求 .有 意识 和 没有 意识 ,有 要 求 和 
没有 要 求 , 教 师 的 教学 行为 是 不 一 样 的 ,教学 效果 当然 也 是 不 一 样 的 . 

人 的 思维 活动 常常 是 以 探索 和 尝试 开始 的 ,但 这 种 思维 的 探索 和 尝试 有 两 
种 模式 ,一 种 是 毫 无 目的 的 尝试 ,形象 地 讲 就 是 “ 东 一 枪 、 西 一 枪 ” 地 乱 试 ,能 否 
成 功 心里 也 没 数 ; 男 一 种 就 是 先 对 正确 的 方向 进行 判定 ,然后 在 确定 的 某 儿 个 
成 功率 明显 较 高 的 正确 方向 上 进行 尝试 ,能 否 成 功 心里 有 一 定 的 把 握 . 思 维 规范 
实际 上 就 是 要 求 按 第 二 种 模式 进行 思维 . 

二 是 思维 过 程 教学 的 落实 .在 课堂 教学 中 ,思维 过 程 的 教学 也 是 一 个 循序 渐 
进 的 过 程 , 重 在 教师 的 示范 和 对 学 生 的 培养 、 量 陶 . 这 一 过 程 包括 “思维 过 程 的 示 
范 “ 思 维 过 程 的 模仿 ”思维 过 程 的 掌握 “思维 过 程 的 领悟 ?等 几 个 阶段 . 

思维 过 程 的 示范 是 指教 师 用 规范 的 语言 准确 地 表述 思维 的 过 程 .教学 都 是 
从 教师 的 示范 开始 的 ,平面 几何 教学 中 的 许多 规矩 的 教学 也 是 从 教师 的 示范 开 
始 的 ,所 以 思维 过 程 的 教学 也 同样 是 这 样 .思维 过 程 的 示范 必须 是 教师 讲解 自己 
拿 到 这 个 问题 后 是 怎样 想 的 , 绝 不 是 将 教学 参考 书 上 的 解 题 结果 拿 来 讲 一 讲 ， 
不 能 出 现 “ 只 讲 怎 么 做 ,而 不 讲 怎样 想 ” 的 语言 ,也 不 能 出 现 不 能 讲 清楚 道理 的 


.Ny Al 
结论 ,等 等 . 


思维 过 程 的 模仿 是 指 学 生 在 明白 了 思维 过 程 所 具有 的 重要 性 ,产生 了 重视 
思维 过 程 的 意识 的 基础 上 ,模仿 教师 已 经 示范 的 思维 过 程 来 思考 解决 问题 的 
行为 ; 
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从 学 生 的 学 习 来 说 ,学 习 的 第 一 步 就 是 模仿 ,模仿 教师 的 语言 .思路 ,所 以 
思维 过 程 的 学 习 也 必然 有 一 个 模仿 的 阶段 .教学 中 的 模仿 都 是 从 微观 上 的 一 名 
句 话 开始 ,逐步 上 升 到 一 个 个 思维 环节 ,再 发 展 到 一 个 个 思维 结构 .学 生 是 在 经 
过 一 段 时 间 的 模仿 以 后 ,逐步 转轨 到 自己 独立 地 去 进行 思维 活动 的 . 

思维 过 程 的 掌握 是 指 学 生 在 经 过 一 定数 量 的 模仿 以 后 ,能 自主 地 对 新 的 问 

进行 思考 ,并 能 正确 地 想 出 解决 问题 的 方法 和 对 不 同 的 问题 进行 有 针对 性 的 

应 用 .思维 过 程 的 掌握 标志 着 学 生 的 思维 能 力 开始 形成 并 逐步 得 到 提高 . 

思维 过 程 的 领悟 是 指 学 生 在 经 过 一 段 时 间 独 立 解决 问题 的 训练 以 后 ,对 思 
维 方 法 和 几何 问题 分 析 方 法 的 规律 性 的 理解 .掌握 和 领悟 .这 也 是 学 生 思维 能 力 
发 展 过 程 中 的 飞跃 ,同时 也 标志 着 学 生 的 思维 能 力 已 经 发 展 到 了 比较 高 级 的 
水 平 . 

如 果 说 ,在 八 年 级 第 一 学 期 以 前 ,对 学 生 的 思维 能 力 的 培养 还 是 处 于 一 种 
蝇 陶 状态 的 话 ,那么 在 八 年 级 第 二 学 期 以 后 ,就 应 将 教学 的 重点 转向 思维 方法 、 
思维 过 程 和 思维 能 力 的 形成 和 培养 上 . 

三 是 正确 把 握 一 节 课 的 课堂 教学 效果 与 教学 全 过 程 的 效果 的 关系 .课堂 教 
学 是 要 重视 效果 的 ,然而 ,教师 一 定 会 面 对 微 观 的 课堂 教学 效果 和 宏观 的 教学 
过 程 所 取得 的 效果 之 间 的 关系 的 问题 

有 的 教师 ,从 微观 上 看 ,每 一 节 具 体 的 课 的 教学 效果 看 上 去 还 是 不 错 的 ,但 
教学 过 程 全 部 结束 后 展现 的 效果 却 并 不 令 人 满意 ;也 有 的 教师 ,有 部 分 课 的 课 
堂 教学 效果 并 不 理想 ,但 整个 教学 过 程 完成 后 却 可 以 取得 很 好 的 效果 .从 根本 上 
讲 , 教 师 追 求 的 应 该 是 整个 教学 过 程 完成 后 取得 的 教学 效果 ,这 种 效果 应 建立 
在 绝 大 多 数 的 课 都 取得 较 好 的 教学 效果 的 基础 上 ,但 不 一 定 是 全 部 .宏观 的 教学 
全 过 程 所 取得 的 教学 效果 也 不 是 所 有 的 课堂 教学 效果 的 简单 合 加 ,每 一 位 教师 
都 应 首先 管控 整体 的 教学 效果 ,这 是 最 重要 的 .在 这 个 前 提 下 ,再 尽 可 能 地 使 每 
节 课 也 都 能 取得 较 好 的 效果 . 

概念 知识 的 教学 ,尤其 是 一 些 比较 简单 的 概念 和 知识 的 教学 ,通过 让 学 生 
记 住 .默写 .复述 等 方式 ,是 可 以 第 一 节 课 中 取得 效果 的 .但 对 于 一 些 较 复杂 
不 易 理 解 的 概念 、 知 识 , 学 生理 解 . 掌 握 和 正确 地 应 用 需要 一 定 的 时 间 ,一 定 要 
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追求 当 答 课 的 直接 效果 是 很 困难 的 . 

技能 的 教学 ,学 生 学 会 一 种 技能 在 一 节 课 上 是 有 可 能 做 到 的 ,通过 教师 的 
讲解 ,示范 和 自身 学 习 、 模 仿 ,是 可 以 掌握 的 ,效果 也 是 可 以 展现 的 ,但 熟练 程度 
的 提高 直至 娴熟 地 掌握 就 需要 经 历 一 个 过 程 .就 一 节 具 体 的 课 而 言 , 要 取得 这 样 
的 效果 也 是 很 困难 的 . 

能 力 的 培养 ,更 不 是 一 节 课 上 能 够 养 成 的 ,每 一 节 课 所 承担 起 的 任务 就 是 
在 培养 学 生 思 维 能 力 的 过 程 中 ,为 实现 这 个 目标 而 添砖加瓦 ,一 步 步 地 经 历 一 
个 积聚 的 过 程 , 这 时 就 很 难 在 某 一 节 课 中 直接 取得 明显 的 教学 效果 . 

所 以 ,对 每 一 节 课 的 教学 ,哪些 效果 是 这 节 课 本 身 要 追求 和 实现 的 ,哪些 效 
果 是 要 追求 但 却 是 起 着 积聚 作用 的 ,教师 要 做 到 心中 有 数 . 

《几何 王 ) 软 件 设计 了 “图 形 冲 浪 ” 功 能 ,主要 目的 是 培养 学 生 的 直觉 思维 能 
力 , 重 在 看 图 能 力 .在 课堂 教学 中 ,每 节 课 只 需 练 习 3 至 5 分钟 , 设 定 倒 计时 的 时 
间 可 从 60 秒 开始 逐步 减少 ,练习 的 题目 根据 教学 内 容 可 随机 选取 .“ 图 形 冲 浪 ” 
不 刻意 强调 一 他 课 的 直接 效果 ,而 是 追求 一 个 阶段 整体 上 的 教学 效果 .具体 体现 
在 看 图 .思维 的 敏捷 性 和 判断 能 力 ,同时 伴随 着 设 定时 间 的 越 来 越 短 ,学 生 也 在 
进行 很 强 的 心理 素质 训练 ,最 终 达 到 拿 到 几何 图 形 “ 一 看 就 明白 ,一 想 就 出 来 ” 
的 境界 . 

四 是 正确 评价 学 生 作出 的 回答 或 解 题 结果 . 

课堂 教学 的 效果 常常 会 以 学 生 的 回答 或 解 题 结果 的 正确 与 否 来 体现 .教师 
在 课堂 教学 中 希望 学 生 的 回答 都 是 正确 的 ,这 样 一 种 心理 应 该 说 是 可 以 理解 的 . 
然而 ,学 生 面 对 教师 的 提问 ,一 下 子 答 不 上 来 或 者 回答 错误 ,恰恰 是 教学 过 程 中 
的 一 种 很 自然 的 现象 . 

假如 一 节 课 上 学 生 的 回答 自始至终 都 是 正确 的 .甚至 都 是 集体 性 的 对 答 如 
流 , 那 至 少 说 明 这 节 课 教学 目标 的 定位 是 有 欠缺 的 .实际 上 ,教师 对 每 一 节 课 所 
选 定 内 容 在 难度 的 把 握 上 都 应 该 遵循 一 条 原则 ,就 是 对 多 数学 生来 说 需要 经 过 
一 定 的 努力 才 可 以 完成 学 习 任 务 . 如 果 学 生 什么 问题 也 没有 ,什么 困难 也 不 发 
生 , 不 需要 经 过 努力 就 能 达成 目标 ,那么 这 样 的 教学 定位 显然 是 过 低 了 .教学 就 
是 要 不 断 地 针对 学 生 在 学 习 过 程 中 出 现 的 困难 、 问 题 \ 错 误 ,进行 有 实效 的 讲 
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解 .示范 和 引导 ,给 学 生 的 发 展 指出 正确 的 方向 .从 这 个 意义 上 讲 , 在 课堂 教学 
中 ,教师 要 善于 抓 住 学 生 的 困难 、 错 误 , 尤 其 是 具有 共性 的 困难 、 错 误 ,帮助 和 指 
导 学 生 克 服 、 纠 正 . 

对 于 学 生 在 课堂 中 发 生 的 错误 ,教师 当然 有 责任 及 时 发 现 , 指 出 、 纠 正 ,但 
是 要 将 学 生发 生 的 错误 全 部 一 一 进行 分 析 、 讲 评 、 指 正 ,限于 教学 时 间 、 环 境 等 
因素 ,实际 上 很 难 实现 .这 里 同样 有 一 个 教师 需要 把 握 的 问题 :对 于 重要 的 .具有 
共性 的 错误 和 问题 ,当然 要 抓 得 住 ,要 肯 花 时 间 进 行 讲评 和 指引 ;对 于 只 是 个 别 
学 生出 现 的 .不 影响 多 数学 生 学 习 的 错误 ,可 以 用 课 后 个 别 指导 的 方式 进行 辅 
导 ; 还 有 的 错误 ,即使 是 具有 共性 的 ,也 可 以 在 指出 错误 的 前 提 下 ,要 求学 生 课 
外 继续 研究 或 讨论 ,给 他 们 的 思考 留 下 空间 ,也 可 以 指导 他 们 去 查阅 相关 参考 
资料 或 借助 智慧 教育 软件 来 化 解 . 

平面 几何 教学 的 课时 数 相 当 多 ,不 同 的 学 校 , 不 同 的 班级 在 一 两 节 课 上 呈 
现 不 出 多 少 差别 ,但 经 过 数 百 节 课 的 教学 积累 ,就 可 能 会 呈现 完全 不 同 的 教学 
效果 . 正 是 在 这 个 意义 上 ,我 们 要 重视 每 一 节 课 的 课堂 教学 ,要 保证 每 一 节 课 都 
有 和 较 高 的 质量 ,同时 心中 又 要 牢 牢 抓 住 整个 教学 过 程 在 宏观 层面 上 所 追求 的 目 
标 ,将 每 一 节 的 教学 目标 不 断 地 向 宏观 目标 推 近 , 朝 着 教学 的 成 功 和 辉煌 迈进 . 
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第 四 节 ”应 用 《几何 王 》 软 件 的 教案 实例 


《几何 王 》 软 件 常态 化 教学 教案 一 


课题 :相似 三 角形 的 复习 一 一 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 应 用 
( 九 年 级 第 二 学 期 ) 

教学 目标 

1. 通过 基本 图 形 分 析 法 的 复习 ,熟练 掌握 由 过 三 角形 项 点 的 逆 平 行 线 得 到 
的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 的 性 质 、 位 置 特征 .应 用 条 件 和 应 用 方法 ， 
并 能 用 于 解决 具体 问题 . 

2. 通过 基本 图 形 分 析 法 的 复习 ,进一步 体验 每 一 步 思维 过 程 都 是 有 据 可 循 
的 ,平面 几何 学 习 也 是 有 规律 的 ,增强 学 习 的 自信 心 . 

3. 在 自我 学 习 和 人 机 互动 过 程 中 ,增强 几何 学 习 的 兴趣 ,激发 求知 欲 和 学 
习 积极 性 . 

教学 重点 

掌握 由 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 应 用 的 
分 析 方 法 . 

教学 难点 

掌握 在 什么 情况 下 想到 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 道 平行 线 得 到 的 逆 平 行 线 
型 相似 三 角形 的 性 质 来 进行 证 明 ,理解 相 乘 两 线段 重 释 在 一 直线 上 和 出 现 一 条 
线段 的 平方 对 于 应 用 由 过 三 角形 项 点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角 
形 的 性 质 的 重要 性 ,并 学 会 相应 的 添 线 方法 . 
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教学 过 程 

1. 课题 引入 和 基本 图 形 性 质 的 复习 

今天 ,我 们 要 复习 由 过 三 角形 项 点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角 
形 的 性 质 . 

打开 《几何 王 ) 初 中 平面 几何 学 习 软 件 (网 络 版 ) ,在 “基本 图 形 分 析 法 ”部 分 
点 击 、 打 开 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 基本 图 形 
(学 生 移动 终端 上 同步 显示 ). 


起 a 
30 由 ,3 于 研 上 的 一 吉 。 Te 之 ME =》 A A 二 人 全 下 ”= 由 二 ， 光 与 六 20 的 外 撞 加 检查 于 


性质 位 置 特征 a 应 用 昔 件 应 用 方法 


i A May oe. 


学 生 阅 读 基本 图 形 的 性 质 : AAABC 中 ,D 是 AB 4 
上 的 一 点 , ZACD = 人 ABC 二 人 ACD 人 ABC 二 > Ee 
AC’=AD . AB 2 

继续 点 击 阅读 基本 图 形 的 位 置 特 征 、 应 用 条 件 和 
应 用 方法 . B G 


【 用 大 王 
a B 


r 三 
二 相 税 三 角形 六 《2)》 外 订 三 胁 栈 顶点 的 一 条 过 的 册 直 与 只 -过 概 六 的 好 平行 村 将 天 的 是 平行 线 型 相似 二 铺 弄 


Y 
平行 线 基本 图 形 应 用 万 法 


特殊 角 三 角形 位 置 和 各 -一 一 一 ~ 一 oe 


三 角 展 的 面积 ET 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


提问 :由 过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 应 在 什么 
情况 下 应 用 呢 ? 

回答 :在 几何 问题 中 , 当 出 现 了 过 三 角形 顶点 的 一 条 边 的 逆 平 行 线 或 者 相 
乘 两 线段 重 全 在 一 直线 上 , 且 另 一 组 相 乘 线段 是 一 线段 的 平方 时 ,就 要 想到 应 
用 或 添加 由 过 三 角形 顶点 的 道 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 
添加 的 方法 是 过 端点 和 内 分 点 作 逆 平行 线 .(5 分 钟 ) 

2. 看 图 训练 

点 击 打开 “图 形 冲 浪 ”, 练 习 第 63 题 至 第 67 题 ,倒计时 时 间 设 定 为 30 秒 ， 
然后 推送 到 学 生 的 移动 终端 上 ,开始 练习 .(8 分 钟 ) 

要 求学 生 练习 完成 后 , 点击“ 汇总 ,查看 自己 的 练习 情况 ,发 现 自己 的 问 
题 ,然后 推送 到 教师 的 电脑 上 . 

收 到 全 班 的 练习 结果 分 析 后 ,进行 即时 述评 ,并 打开 两 位 学 生 的 答题 情况 ， 
各 选择 一 个 错误 进行 点 评 和 纠正 .(13 分 钟 ) 

3. 例题 教学 

现在 , 先 看 今天 的 第 一 个 例题 . 

在 “智能 搜索 ”功能 ,依次 选取 “等 腰 三 角形 ”“ 角 的 度数 ”和 “ 角 平 分 线 ” 后 ， 
可 搜 得 例题 如 下 ,打开 并 推送 到 学 生 的 移动 终端 . 


rr 日 
1 吞 能 搜索 
| 站 先生 件 “ 可 械 = 攻 条 吾 ) | 商 的 葛 师 怠 ; | 前 平 间 二 避 


_ 
所 属 年 级 
所 属 范围 
蕉 度 等 级 搜索 结果 一 一 Ss ie 
条 件 性 质 习题 所 属 年 绝 ， 所 属 范围 难度 等 级 “部 法 
知识 点 En， A 中 ，sBeME，ZBAP=100”，CD 师 Zac 的 多 布 刘 线 tm WM “ee 3 
基本 图 形 AhAhc 让 he，CAF= 人 ” ，5 生 <25C 的 多 平 列 征 ， 对 pfEE CS 交友 于 5 ”中考 用 十 Sa 

已 如 ; AR 中 ，AwAC，2Cahcs35”， 吕 是 jc 的 丽 平 苍 红 NI) 中考 真是 
1 j 
ae = i i ee 


【 例 1】 已 知 : 八 ABC 中 ,AB 一 AC, 了 人 BAC 二 36 ,BD 是 人 ABC 的 平分 线 . 
(图 3=4=1) 
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求证 :CB: 一 CD。CA4. 


分 析 ws 


& Ne et oy 坟 守 ME 


本 题 的 教学 采用 设 问 和 回答 的 方式 进行 . 
问 : 拿 到 这 个 问题 后 ,我 们 应 怎样 开始 思考 呢 ? 
答 :由 于 要 证 明 的 结论 CB: 王 CD“。 CA 是 线段 之 间 的 比例 关系 ,因此 应 先 

进行 描 图 , 搞 清楚 比例 线段 之 间 的 位 置 关系 . 

问 :经 过 描 图 ,可 以 发 现 什么 ? 

答 : 可 以 发 现 CD、CA 这 一 组 相 乘 线段 重合 在 一 直线 上 , 且 出 现 了 线段 CB 
的 平方 (图 3-4-2), 所 以 就 可 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 北平 行 线 得 到 的 逆 平 行 
线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 


A A A 
/ D D D 
pk 
B 他 B 他 B C 


图 3=4=1 图 3-4-2 图 3 一 4 一 3 


问 :应 找 哪 两 个 三 角形 相似 ? 
答 :根据 将 端点 A 、 内 分 点 D 与 重合 的 端点 B 分 别 联结 的 方法 ,可 以 找到 
这 对 相似 三 角形 应 是 AABC 和 和 八 BDC.( 图 3-4-3) 
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问 :要 证 明 这 两 个 三 角形 相似 ,关键 是 要 证 哪个 性 质 ? 

答 :关键 是 要 证 明 CB2 王 CD .CA 的 等 价 性 质 二 BAC= 二 DBC. 

由 于 二 BAC=36 ,所 以 问题 就 转化 为 证 明志 DBC 王 36 ， 

又 因为 BD 是 ABC 的 平分 线 ,所 以 人 ABC 二 2 人 DBC ,那么 问题 就 转化 
为 证 明 人 ABC==72*, 由 AB 二 AC, 可 知人 ABC 是 这 个 顶 角 为 36 "的 等 腰 三 角形 
的 底 角 ,所 以 计算 得 了 ABC 二 72°, 就 可 以 完成 证 明 .(16 分 钟 ) 

在 对 整个 问题 的 思维 过 程 分 析 以 后 ,由 学 生 在 自己 的 电脑 上 撰写 问题 的 证 
明 过 程 . 

证 明 ;* AB=AG; 

» ZABC=ZACB. 

又 LBAC+/AABC+LACB=180", 

ZBAC+27ABC=180", 


LABC=5 X180°—ZBAC). 
又 ” BAC=36 ， 
LABC=3X (180 一 36 ) 一 72 . 
又 ” BD 是 ABC 的 平分 线 ， 
LDBC=LABC= 记 X72 一 36"， 
BBC=ZBAC. 
义 "ZBED=ZACB, 


人 CBDWACAB, 
CB_CD 
CA CB’ 
“" GB’*=6D CGA, 
学 生 撰写 证 明 完 成 后 ,推送 到 教师 的 电脑 ,进行 电脑 批阅 和 分 析 . 教 师 浏览 
后 ,进行 分 析 讲评 .(20 分 钟 ) 
接 下 来 ,看 第 二 个 例题 . 
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在 “智能 搜索 ”功能 中 ,依次 选取 “等 腰 三 角形 “点 在 直线 上 ”和 “延长 ”后 ， 
可 搜 得 例题 如 下 . 


所 属 年 级 | 项 选 条 件 【等 脏 三 角 彬 可] | 丰 在 站 焉 上 可 [各 从 可 
所 届 范 国 和 
难 诬 等 级 问答 各 ao 
条 件 性 质 习 生 所 属 年 级 所属 范 围 难度 等 级 ”解法 
知识 点 M07 AlBcp ,加 =Ac， 村 民 BABID， 全 加 上 鸭 一 喜 ，NL=AM， 瞻 后 DE。 世人 1 
局 8， AR 中 ，AEAe， 直上 BC 章 尼 是 0 E，f 香 如 上 的 两 点 ，2ItE= ZF=.ZF5hs 迁 攻 ErE 诡 。 思 加 二 让 习 朋 人 

本 图 形 人: 全 吉 c 中 ,6-59 是 册 上 的 一 点 ， 卫 攻克 种 EMD=cE， MC、 二 相交 十 #。 + 中考 南下 。“* 二 

里 时下 六 已 趣 : se 中 Ree, 时 庙 上 的 一 和 ， 运 长 a 到 E， 好 "= 雪 * 烧 二 CH, 7， HW 二 让 是。 站 1 


(| he 


te 


打开 并 推送 到 学 生 的 移动 终端 . 


| 完 吾 习题 | 图 示 & 
所 属 范围 已 知 : Aapc 中 ,p>45，D 蜂 吉 上 的 一 点， 迁 术 KB 妈 E， 
娃 让 习 岗 由? 如。 由 辽 结 cn 和 
求证 : 承平 分 25 
oe 
基本 图 形 
外 和 R 三 岗 开 六 
征 革 三 久 和 一 分 析 一 一 me 
条 忻 性 质 
本 天 二 则 开 
4 b 
分 析 i ss 
ES DE 3 
局 am 


【 例 2】 已 知 : 八 ABC 中 , AB 一 AC,D 是 AB 上 的 一 
点 ,延长 AB 到 巨 ,AB? 二 AD。AE, 联 结 CE、CD.( 图 3-4 
-4) 

求证 :BC 平分 人 DCE. 

本 题 主要 由 学 生 阅 读 分 析 过 程 ,要 求学 生 在 阅读 过 程 中 ， 
看 明白 是 找 哪 两 个 三 角形 相似 ,关键 是 证 哪个 性 质 . 

学 生 由 AB 二 AD， AE ,想到 AC?* 二 AD。 AE ,再 找 图 3-4-4 
到 应 证 人 ACD 和 AAFEC 相似 ,明白 关键 是 证 明 人 ACD = 
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一 AEC ,就 达到 要 求 .(25 分 钟 ) 

然后 ,要 求学 生 将 分 析 过 程 青 看 一 遍 .(28 分 钟 ) 

接 下 来 ,看 第 三 个 例题 . 

在 “智能 搜索 ”功能 中 ,依次 选取 “三 角形 交角 平分 线 ” 和 ”线段 的 垂直 平分 
线 ” 后 ,可 搜 得 例题 如 下 . 


”1 徊 能 搜索 
| 时 直 条 件 | 三 两 并 问 | | 训 于 到 襄 ，| 类 和 泛 直 于 池北 机 


所 颖 年 线 
所 攻 全 二 二 
难 间 等 缀 搜索 竺 全 一 ee 和 
条 御 性 质 习 监 所 故 年 二 所 医 范 国难 凑 等 级 解法 
知识 点 已 四 + U0 中 ,0 天 AE 的 便于 分 反 ， 避 前 曾 直下 分 罚 广 坟 于 ss 长 续 5， 基态 AW) 类 村 有。 1 
已 各 : AAnsfi 本 人 ar 的 音调 二 中 续 已 玫 CD 二 平 入 乒 ) 对 sf 作 7 SLANE 续 于。 AV。 埋 外 习 是 有 

基本 图形 已 委 : Ac 中 ,20 理化 的 委 南下 分 线 ， 印 用 忆 的 重 认 平分 针 ， 又 寺 08, 0c; 39 攻 <pe 的 裔 王八。 才 村 刁 晤 。。 ” 

者 新 娃 击 已 机 : AS 中， 地 划 Chc 的 六 平分 结 ， 吉 的 而 真 平 开 王充 的 于 三 PC 私 于， hn 更 外 习题 

1 
/ | Y 
| | 
es tree er 


【 例 3】〗 已 知 : 八 ABC 中 ,AD 是 人 BAC 的 平分 A 
线 ,AD 的 垂直 平分 线 交 AD 于 下 . 交 BC 的 延长 线 多 
于 开国 3= 生 -9) 

求证 :FD? 二 FC 。FB. 

打开 并 推送 到 学 生 的 移动 终端 

本 题 主要 由 学 生 在 阅读 分 析 过 程 的 基础 上 进行 讨论 . 


图 和 一 条 一 与 


Ed 


于 pcd 长 于 
. 


庄村 习题 | 图 示 
所 属 条 围 已 各: 全 本 7 市。 如 一 Per 的 合乎 分 线 。 丰 的 大 将 干 闻 村 文 好 
款 证 : 踢 17 下 ， 玫 


Wi “SG wa 


本 
Pi 区 ~ ye “rr 
Ee ye 3 Ns 
tm ronanenoc mht A gas- a 
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启发 性 的 讨论 主题 是 : 当成 比例 的 四 条 线段 都 重 全 在 一 直线 上 时 ,可 以 想 
到 应 用 什么 方法 来 思考 ? 

本 题 思路 的 主线 是 什么 ? 

本 题 和 前 两 题 进行 比较 ,可 以 发 现 它们 的 分 析 方 法 有 哪些 共同 之 处 ? 

分 析 : 由 于 条 件 给 出 了 EF 是 AD 的 垂直 平分 线 , 因 此 可 应 用 线段 的 垂直 
平分 线 的 性 质 ( 图 3-4- 6), 即 线段 垂直 平分 线 上 的 点 到 线段 两 端的 距离 相等 
来 进行 证 明 . 


B 和 F 
图 3-4-6 图 3-4-7 


由 于 图 形 中 已 经 出 现 了 下 到 端点 D 的 距离 FD ,而 没有 下 到 另 一 个 端点 A 
的 距离 ,因此 要 将 这 一 距离 添上 .于 是 联结 FA ,可 得 FA 二 FD ,这 样 要 证 明 结 论 
FD? 二 FC，。FB ,就 转化 为 证 FA* 二 FC 。 FB. 

经 过 描 图 ,可 以 发 现 FC、FB 这 两 条 相 乘 线段 重 又 在 一 直线 上 ,并 且 还 出 
现 了 线段 FA 的 平方 (图 3-4-7), 可 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 北平 行 线 得 到 的 
逆 平 行 线 型 相似 三 角形 进行 证 明 . 

可 找到 应 证 的 相似 三 角形 是 AFAC 和 和 AFBA ,关键 是 要 证 明 FA?*= 二 FC 。 
FB 的 等 价 性 质 作 FAC 二 人 FBA ,显然 ,由 AD 是 BAC 的 平分 线 , 即 FAD 
三 FDA 就 可 以 证 明 这 两 个 角 相 等 .(34 分 钟 ) 

要 让 学 生 通 过 讨论 和 比较 发 现 得 到 这 三 个 例题 的 分 析 方法 的 共同 规律 性 : 
条 件 或 结论 中 都 出 现 了 一 条 线段 的 平方 等 于 两 条 线段 的 积 ; 相 乘 两 线段 重 释 在 
一 直线 上 ,并 且 还 出 现 了 和 它们 有 公共 端点 的 线段 的 平方 ;都 要 寻找 由 过 三 角 

形 顶 点 的 逆 平 行 线 得 到 的 北平 行 线 型 相似 三 角形 . 
接 下 来 ,看 第 四 个 例题 . 
在 “智能 搜索 ”功能 ,依次 选取 “等 边 三 角形 ”和 “延长 ”后 ,可 搜 得 例题 如 下 . 


265 


透明 的 几何 
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和 | 部 条件 | 村 万 二 裔 普宁 | [过 长 面 


所 属 范围 只 
难度 等 级 | 搜索 结果 .- i EE SE EP 
条 人 忻 性 岳 | 习题 所 属 年 级 所属 范围 “难度 等 级 解法 
知识 点 已 下， Asc 中 ,二 -如 =9c， 的 上 如 盖 星 建 h， 下 长 ECE=CDs 腹 梧 6 七 bi。 教 村 习题 me 1 
已 孝 : ABC 中， 如 =BOsMR 如 长 Be 入 入 ， 媳 长 8x 唱 E， 站 =8D， 胜 轩 C8。 葡 . tt 

bpd #0: Ancth ,ppe=Ar ， 鱼 长 A 二 轴 ， 迁 DOji CE ， 还 Dc 认 2 于 F jn) 中 要 着 着 。 “和 

be 

1 
| | 
i hil 
Nee i ey Pe 


打开 并 推送 到 学 生 的 移动 终端 , 


i 
所 属 范围 已 其 :48 中 ， 人 sa- 岂 ， 延 发 加 到 1， 迁居 SC 到 ， Cs 和， 
于 并 K 交 下 于 


求证 ， 抽 5 = 区 旭 


烷 守 二 再 开 三 11 分 新 mm ea 


4 【多 4】 已 知 : 人 ABC 中 ,4B=AC=BC, 延 长 
AB 到 万 ,延长 BC 到 已 ,CE 一 BD, 延 长 DC 交 AE 
于 F.( 图 3-4-8) 
B 求证 ;DA2 王 DC。DF. 
万 本 题 要 求学 生 进行 快速 浏览 ,在 自己 的 电脑 上 
写 出 思考 这 个 问题 的 思路 的 主线 ;对 线段 之 间 的 比 
例 关 系 进行 描 图 ,发现 比 例 线段 的 位 置 关系 (图 3-14 
- 9) ,确定 要 应 用 由 过 三 角形 顶点 的 北平 行 线 得 到 的 北平 行 线 型 相似 三 角形 进 
行 证 明 ( 图 3-4- 10), 找 到 要 证 明 的 这 对 相似 三 角形 ,确定 要 证 明 这 对 三 角形 
相似 需要 证 明 的 关键 性 质 .(37 分 钟 ) 


图 3-4-8 
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D D 
图 .3 一 半 9 图 3-4-10 


课堂 教学 小 结 : 本 节 课 我 们 复习 了 一 类 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 ,也 就 是 由 
过 三 角形 顶点 的 逆 平 行 线 得 到 的 逆 平 行 线 型 相似 三 角形 的 性 质 的 应 用 .这 一 类 
相似 三 角形 应 用 的 关键 有 两 点 ,一 是 出 现 了 三 角形 顶点 的 一 条 边 的 道 平行 线 ， 
二 是 出 现 了 相 乘 两 线段 重合 在 一 直线 上 ,同时 还 出 现 了 和 它们 有 公共 端点 的 线 
段 的 平方 . 

布置 作业 

在 "智能 搜索 ”功能 ,依次 选取 条 件 性 质 中 的 “等 腰 三 角形 ”延长 ”和 基本 图 
形 中 的 “ 逆 平 行 线 型 "后 ,可 搜 得 习题 如 下 . 


EE 
pnt ] 各 能 搜索 
i | 类 到 条 件 “等 基 = 刘 腻 可 


威 攻 页 | | 党 直行 红 业 可 
| 
条件 性 膨 习 粤 所 属 年 翅 所 改 苑 围 。 难 宕 等 瑶 。 解 法 
知识 点 ED: Aacp, sat, sD We 肆 耻 训 ， 耻 革 .所 0 悍 外 可用 
下 A N90 MD 
坚 本 刚 形 
Dab 


tr era As st rs 


【习题 1】 已 知 : 八 ABC 中 ,AB= 二 AC, 延 蕉 AB 到 D,BD 二 AB,E 是 AB 
的 中 点 ,联结 CD 、CE. 
求证 :CD 二 2CE. 
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a 中 [3m - | 大 示 
所 腐 范围 | Mn: A ,A 针 必 sens 中 和 洪 
ee ] 对 eh、 cE , y 
难度 等 级 求证 : cp=acE . 
六 
基本 图 形 
三 同型 中 性 线 一 
《869 分 新 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 
三 Rh 1》 
从重 三 商 影 一 人 1)》 = 
4 pb 


Ce ee ot OR ye I i 
在 “智能 搜索 ”功能 ,依次 选取 条 件 性 质 中 的 “直角 三 角形 ”“ 线 段 的 中 点 ” 
“联结 ”和 基本 图 形 中 的 “北平 行 线 型 "后 ,可 搜 得 习题 如 下 . 


Pr 人 


r 


a " 
I We 
? « ‘ 
所 本 本 可 有 上 关注 亲 作成 而 前 则 如 1 其 耻 的 中 天 证 1 汪 六 和 二 
所 生 共 国 
于 谋 加 组 [2 a 
条 件 性 鸯 习 各 所 央 间 覃 。 基 着 测 时 。 玲 志 乱 志 部 读 
知识 磺 Eo Ed 
A EMD 人 中 mn ，7 禹 相册 直 0， 丰 上 Pr 本 策 全 5， 环 -I 村 f 0 3。 
RA. 1F. eM? ng a TY 
3 WN 
9 NM) MN 


四 St 


Ft 7] 
I ) 
So dese 


【习题 2】 已 知 : 八 ABC 中 ,ACB 二 90",D 是 AB 的 中 点 ,联结 CD,AF | 
CD , 垂 足 是 万 ,AF 、BC 相交 于 下 . 
求证 :CA? 二 CF 。CB 


所 属 范围 生 和 Atbc 中 ，2h0ga  ，) 是 大 的 中 商 ， 邮 续 四 直上 
Ee 午 足 是 5， 眉 。 gr 相交 下， ” 
巩 广 等 级 人 
we 
基本 图 形 
吉大 三 殴 久 
1 站 新 一 me 
办 检 = 次 袍 t 
d 》 
分 折 WW 


Sa 
eA Nk Ce dy 
3 ny - 三 
A st 3 0 rat id by 
i a a SE 
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在 “智能 搜索 ?功能 ,依次 选取 条 件 性 质 中 的 “直角 三 角形 ”垂直 ”点 在 直 
线 上 ”和 基本 图 形 中 的 “ 逆 平 行 线 型 "后 ,可 搜 得 习题 如 下 . 


所 年 级 站 季 件 【 直 丙 二 示 可 | 萌 直 本 | 志和 直 二 上 “可 | 还 和 各 吾 
所 局 范围 i 
准 设 等 级 | 3 meeewwemeeeeemmmmeeeememeemeeemeeeeeeemmeeeemeeemmmm gm 
东 件 性 壬 | 习题 所 展 年 级 ， 所 斑 光 图 ”难度 等 级 ”解法 
知识 点 到 0 Anar 中 ， 忆 Aero0* ,0 是 8 上 的 一 条 ,Co 为 到 必 帮 半 国 ， 基 交 半 畦 0 于 #5, 与 六 九 轩 中 要 题 “1 
基本 篆 ha; Atmc 中 ，ZJc8r90”, 0 县 起 上 的 一 点 ,0 加 心 作 于 加 ,吉文 半 加 "于 0、 ,Mc 与 六 九 2) 中 守则 题 “1 

已 h0: AAe 中 ，Zicte90”，Pe=4/340， 9 是 吉 上 的 一 点 ,9 为 骂 心 作 站 轿 ， 井 实 半 加 ? 于 。 思 罗 中 性 册 是 “1 

全 晰 独 寄 已 Mm: ANe 中 ，ZAcEz90”， e419， 0 是 如 上 的 一 点 ,以 0 为 攻心 作 叶 国 ,相交 站 如 于。 九 由。 中考 枯 是 “1 
已 4: AA5c 中 ，ZAC90”，CD 上 基 曾 中 是 9, 囊 如上 的 一 点 ，ZeeB < 由 0) Wh 是 。 
; 1 
Fa i 
{ (a | 9) | 
I PN A ry Ne 2 MN VL 


【习题 3】 已 知 : 人 ABC 中 ,ACB= 二 90",CD | AB, 重 足 是 D,EF 是 AC 上 
的 一 点 ,CBE 一 CAB. 
求证 :BD 。 BA 二 CE 。CA. 


1 几何 题 典 
说 | 完整 习题 | 图 示 A 
所 属 范围 已 AMBC 中 ， 忆 90”，(Dh 上 得 要 足 是 Dp，F 是 扣 上 的 一 A 
请 计 习 嫩 点 CCEE=CCa6- 
汪 床 证 1 外 -天 研 三 -号 
ww 
基本 图 形 
各 人 三 当 形 七 
E (9} 分 折 
条 件 性 质 
二 银 三 薄 凡 
d b 


分 析 3 wa 


A 
OP 
下 He 二 

fu ce 一 


本 Sm > 
人 划 


搜索 完成 后 ,直接 推送 给 学 生 . 学 生 完 成 作业 后 ,再 推送 到 教师 的 电脑 ,完成 
电脑 的 批改 ,并 形成 批改 评价 的 结果 和 作业 质量 分 析 , 供 教师 随时 查看 ,学 生 
也 可 以 在 自己 的 电脑 上 阅读 作业 评价 . 
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《几何 王 》 软 件 常 态 化 教学 教案 二 


课题 : 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 的 应 用 
(和 八 年 级 第 二 学 期 ) 

教学 目标 

1. 熟悉 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 的 位 置 特征 、 应 用 条 件 和 应 用 方法 ,初步 理 
解 基本 图 形 中 的 几何 变换 . 

2. 学 习 使 用 规范 的 几何 语言 ,有 条 理 地 表述 推理 过 程 . 

3. 能 够 在 较 复杂 的 图 形 中 认识 轴 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 ,体验 几何 
学 习 中 的 转化 思想 . 

4. 在 较 复杂 的 几何 图 形 中 ,通过 想象 基本 图 形 , 学 会 添加 辅助 线 , 增 强 几何 
学 习 的 信心 . 

教学 重点 

根据 轴 对 称 型 的 全 等 三 角形 的 位 置 特征 、 应 用 条 件 和 应 用 方法 ,熟练 解决 
相关 问题 . 

教学 难点 

利用 《几何 王 ) 软 件 ,在 较 复 杂 的 几何 图 形 中 通过 自己 发 现 的 基本 图 形 , 学 

会 相应 的 添加 辅助 线 的 方法 . 

教学 环境 

电脑 教室 

教学 过 程 

1. 概念 复习 

要 求学 生 通 过 基本 图 形 的 位 置 特征 和 应 用 条 件 的 分 析 , 熟 悉 “ 轴 对 称 型 的 
全 等 三 角形 ”的 特征 ,为 下 阶段 具体 的 解 题 做 好 准备 . 

学 生 在 《几何 王 ) 软 件 主 页 面 上 ,依次 点 击 “ 基 本 图 形 分 析 法 “全 等 三 角形 ” 
“ 轴 对 称 型 ” 

(1) 展示 基本 图 形 
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要 求学 生 通 过 看 图 ,发现 两 个 基本 图 形 所 具有 的 位 置 特征 : 

两 条 相等 的 线段 或 者 两 个 相等 的 角 位 于 一 个 等 腰 三 角形 的 轴 对 称 部 分 
(图 3-4-11), 或 者 两 条 相等 的 线段 或 者 两 个 相等 的 角 是 关于 某 一 条 直线 成 轴 
对 称 的 (图 3-4-12); 


处 
了 
4 本 
和 仆 Be 7D 
MAAN ; 
\ / \ \ * 
' i \ / 
D/ NE | \ \ # 
Se | N / 
一 和 ey B 万 C C 
图 3-4-11 图 3-4-12 图 3-4-13 


两 条 有 公共 端点 的 相等 线段 可 以 构成 一 个 等 腰 三 角形 ,所 以 两 条 相等 的 线 
段 或 者 两 个 相等 的 角 是 关于 等 腰 三 角形 底 边 的 中 垂 线 成 轴 对 称 的 . 

(2) 继续 展示 基本 图 形 

要 求学 生 通过 看 图 ,发 现 基本 图 形 中 的 两 组 相等 线段 AB、AD,CB、CD 是 
关于 AC 成 轴 对 称 的 .( 图 3-4-13) 

重点 突出 出 现 两 条 相等 的 线段 或 者 两 个 相等 的 角 关 于 某 一 条 直线 成 轴 对 
称 时 ,就 可 以 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 来 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 在 没有 对 称 轴 
时 添加 对 称 轴 ; 在 有 对 称 轴 时 ,将 三 角形 沿 对 称 轴 翻 折 过 去 . 


2. 看 图 训练 
点 击 “ 图 形 冲 浪 ”, 时 间 设 定 为 15 秒 ,练习 第 21 至 25 题 .然后 推送 到 学 生 的 
移动 终端 上 ,开始 练习 . 


学 生 练习 完成 后 ,要 求 每 位 学 生 点 击 “ 汇 总 ”, 看 一 看 自己 的 练习 情况 ,发 现 
自己 的 问题 ,然后 推送 到 教师 的 电脑 上 . 

看 到 全 班 的 练习 结果 分 析 后 ,先进 行 整体 评价 ,指出 共同 性 的 问题 ,然后 再 
看 两 名 学 生 的 答题 情况 ,各 选择 一 个 错误 进行 纠正 和 指导 . 

3. 技能 练习 
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情况 ,发 现 自己 的 问题 ,然后 推送 到 教师 的 电脑 上 . 

教师 看 到 全 班 的 练习 结果 分 析 后 ,进行 简要 的 整体 评价 . 

4. 例题 教学 

学 生 依 次 点 击 “ 智 能 搜索 “直角 三 角形 ”“ 角 的 度数 ”和 “线段 的 垂直 平分 
线 ”, 搜 到 需要 的 例题 . 


【〖 例 1】 已 知 : 八 ABC 中 ,ACB= 二 90", BAC B 
一 30 ,AB 的 各 直 平 分 线 交 AB 于 DD、 交 AC 于 me 
E.( 图 3-4-14) a | 
求证 :DE 一 也 AC. 4 (0 
学 生 集 体 读 题 ,然后 进行 思考 .分 析 过 程 用 提问 图 3 和 攻 
法 进行 . 


问 : 这 个 问题 应 从 什么 性 质 开始 思考 ? 

答 : 本 题 条 件 中 给 出 DE 是 AB 的 垂直 平分 线 ( 图 3-4-15), 所 以 想到 要 
应 用 线段 的 垂直 平分 线 的 性 质 也 就 是 等 腰 三 角形 中 重要 线段 的 基本 图 形 的 性 
质 进行 证 明 . 


图 有 =4Ed5 图 3=4=16 图 3=4 一 17 


问 :怎样 在 图 形 中 找到 这 个 基本 图 形 ? 

答 : 现 在 图 形 中 有 等 腰 三 角形 的 底 边 和 一 条 腰 , 所 以 应 先 将 另 一 条 腰 添 上 ， 
也 就 是 联结 BE( 图 3-4-16). 

问 : 可 得 到 什么 性 质 ? 

答 : 可 得 到 AE 二 BE. 

问 : 接 下 来 的 思路 是 什么 ? 

[要 求学 生 明白 通过 轴 对 称 型 全 等 三 角形 BED 和 BEC( 图 3-4-17), 得 
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到 DE 二 CE , 八 AED 是 30" 角 的 直角 三 角形 ,得 到 DE=3AE ,就 达到 要 求 . ] 


依次 点 击 “ 智 能 搜索 “三 角形 “ 倍 角 ”和 “ 角 平 分 线 ”, 搜 到 需要 的 例题 , 推 
送 到 学 生 的 电脑 . 
【 例 2】 已 知 : 人 ABC 中 ,一 ABC 王 2ACB， A 


AD 是 人 BAC 的 平分 线 .( 图 3-4-18) es 


求证 :AC 二 AB 十 BD. 


学 生 集 体 读 题 ,然后 进行 思考 . B DD C 
引导 学 生 由 条 件 AD 是 二 BAC 的 平分 线 ,发 现 i 


芝 BAD 和 人 CAD 这 两 个 相等 的 角 是 关于 AD 成 轴 
对 称 的 ,所 以 可 添加 轴 对 称 型 全 等 三 角形 进行 证 明 . 添 加 的 方法 是 将 三 角形 沿 
AD 翻 折 过 去 . 

这 时 将 哪个 三 角形 翻 折 过 去 就 出 现 了 两 种 可 能 :将 AABD 沿 AD 翻 折 过 
去 (图 3-4-19) 和 将 AAADC 沿 AD 翻 折 过 去 (图 3-4-20), 对 这 两 种 可 能 的 
分 析 过 程 ,由 学 生 打 开 《 几何 王 ) 软 件 ,自己 进行 阅读 . 


4 
1 Fa" 
E 
Fa. 《A 
B 洲 
图 3-4-19 图 3-4--20 图 3-4-21 


接 下 来 ,请 一 位 学 生 讲 一 下 在 自己 阅读 的 分 析 过 程 中 ,关键 是 证 明了 哪 一 
个 性 质 ,如 能 讲 清楚 ,说 明 学 生 真 的 理解 了 . 

要 求学 生 书 写 完成 其 中 一 种 解法 的 证 明 过 程 .对 先 完成 证 明 过 程 书写 的 学 
生 , 要 求 他 们 阅读 第 三 种 分 析 的 可 能 性 .( 图 3=4- 21) 

5. 拓展 提高 

依次 点 击 “ 智 能 搜索 “三 角形 ”“ 倍 角 ”“ 垂 直 ” 和 “延长 ”, 搜 到 需要 的 例题 ， 
推送 到 学 生 的 电脑 . 
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【 例 3】 已 知 : 人 ABC 中 ,ABC=2ACB ,AD 
| BC, 重 足 是 中 ,延长 AB 到 下 ,BE 一 BD, 延 长 下 D 
交 AC 于 F.( 图 3-4-22) 

求证 :AB 王 DC 一 DB. 

本 题 由 学 生 在 电脑 上 先 画 出 自己 想到 的 添加 辅 
助 线 的 方法 ,然后 分 小 组 进行 讨论 ,探讨 不 同 的 解 题 思路 .然后 打开 《几何 王 》 软 
件 ,阅读 软件 上 介绍 的 各 种 解 题 思 路 . 

分 析 1: 在 DC 上 截取 DG 二 DB( 图 3-4-23), 联 结 AG, 应 证 AB 二 AG 二 GC. 


图 3 一 4 一 22 


图 ;3 二 六 二 /好 图 3-4-24 


关键 是 通过 ABC 二 2 了 ACB ,证 明 AG 二 GC. 

分 析 2: 延 长 DB 到 G, 使 BG = BA ,联结 AG (图 3- 4- 24), 应 证 DG 
DE. 

关键 是 通过 了 ABC= 二 2 了 ACB ,证 明 人 AGD== 人 ACG. 

分 析 3: 过 A 作 AG/ BC 交 EF 的 延长 线 于 点 G.( 图 3-4-25) 

关键 是 通过 人 ABC 二 2 人 ACB 和 BE = 二 BD, 证 明 人 FDC = 人 FCD = 
了 GAF ,AF=CF. 再 通过 证 明 AAFGSACFD ,得 到 AG=DC. 

接 下 来 的 关键 就 是 通过 人 AGE = 人 BDE = 
芝 AED ,证 明 AG=AE. 

分 析 4: 过 点 五 作 EG/DC, 过 点 C 作 CG/ DE 
交 于 点 G, 联 结 AG ,AG 、EF 相交 于 有 H.( 图 3-4-26) 

通过 四 边 形 DEGC 是 平行 四 边 形 ,可 以 推 
得 DC 二 EG. 
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关键 是 通过 了 ABC 二 2 人 ACB 和 BE 二 BD ,证 明 FD 二 FC 二 FA , 接 下 来 
的 关键 是 通过 FH // CG ,得 到 A =HG, 再 由 人 AEH = 二 AGEH ,证 明 AE 
= 

《几何 王 ) 软 件 共 介绍 了 八 种 解 题 方法 ,每 位 学 生 在 找到 自己 的 解 题 方法 
后 ,可 仔细 研读 分 析 思 路 ,学 习 用 规范 的 语言 来 分 析 几 何 习题 .本 题 的 教学 目的 
就 是 开拓 思路 ,提高 思维 能 力 . 

课 后 继续 应 用 《几何 王 ) 软 件 ,自主 学 习 不 同 解 法 的 分 析 过 程 . 

6. 课堂 小 结 

本 节 课 我 们 一 起 讨论 和 学 习 了 如 何 应 用 轴 对 称 型 全 等 三 角形 的 基本 图 形 
的 性 质 ,来 分 析 和 思考 问题 ,找到 解决 问题 的 方法 .今后 在 解 题 时 ,如 果 遇 到 较 复 
杂 图 形 , 我 们 也 可 以 先 在 头脑 中 思考 基本 图 形 的 应 用 条 件 ,构建 基本 图 形 ,通过 
将 基本 图 形 补 完整 的 添加 辅助 线 的 方法 ,把 复杂 图 形 拆 分 成 基本 图 形 , 从 而 完 
成 解 题 . 

7. 课 后 作业 

依次 点 击 “ 智 能 搜索 “等 腰 三 角形 “点 在 直线 上 ”“ 相 等 ”依次 点 击 “ 智 能 
搜索 ”等 腰 三 角形 罗 线 段 的 中 点 ”搜索 到 习题 后 ,推送 给 学 生 , 作 为 回 家 作业 . 


《几何 王 》 软 件 常态 化 教学 教案 三 


课题 ;三 角形 中 位 线性 质 的 应 用 
(入 年 级 第 二 学 期 ) 

教学 目标 

1. 进一步 理解 三 角形 中 位 线 的 性 质 定理 ,能 够 熟练 应 用 定理 来 解决 较 复 杂 
的 几何 证 明 题 . 

2. 在 自主 探究 与 合作 学 习 中 ,学 习 、 领 会 和 掌握 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 
图 形 的 几 种 辅助 线 的 添加 方法 ,感受 数学 学 习 的 乐趣 . 

教学 重点 

三 角形 中 位 线性 质 定理 的 应 用 . 
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教学 难点 

发 现 并 归纳 三 角形 中 位 线 的 辅助 线 添 线 方法 . 

教学 环境 

多 媒体 教室 . 

教学 过 程 

1. 复习 

在 前 面 几 节 课 中 ,我 们 已 经 学 习 了 三 角形 中 位 线 的 概念 及 其 性 质 定理 ,本 节 
课 我 们 将 应 用 《几何 王 ) 软 件 进一步 研究 .解决 与 三 角形 中 位 线 有 关 的 证 明 问 题 . 

问 :请 一 位 学 生 叙 述 三 角形 中 位 线 的 性 质 定理 的 内 容 . 

答 :三 角形 的 中 位 线 平行 于 第 三 边 且 等 于 第 三 边 的 一 半 . 

在 (几何 王 ) 软 件 主页 面 上 ,依次 点 击 “基本 图 形 分 析 法 “相似 三 角形 ”“ 三 
角形 的 中 位 线 ”, 学 生 同 步 进行 .展示 基本 图 形 . 

问 :怎样 用 符号 语言 来 表示 三 角形 中 位 线 的 性 质 定理 ? 

答 :… 了 D、 忆 分 别 是 边 AB 、AC 的 中 点 ， 这 


DEV BC, 且 DE== 志 BC.( 图 3-4-27) / \ 


三 角形 中 位 线 的 性 质 定理 中 ,出 现 了 四 个 性 质 ,在 / 
应 用 时 就 会 出 现 多 种 情况 ,如 果 是 出 现 两 个 中 点 ,那么 就 ”人 \ 


是 多 个 中 点 问题 ;如 果 是 出 现 一 个 中 点 和 过 这 个 中 点 作 4 
的 一 条 边 的 平行 线 ,那么 就 是 直接 构成 三 角形 的 中 位 线 ;如 果 是 出 现 一 个 中 点 和 线 
段 之 间 的 倍 半 关 系 ,那么 线段 之 间 的 倍 半 关 系 是 和 线段 的 中 点 发 生 联 系 的 ;如 果 是 
出 现 两 条 平行 线段 之 间 的 倍 半 关 系 ,那么 也 可 以 直接 构成 三 角形 的 中 位 线 . 

2. 看 图 训练 

现在 ,我 们 进行 应 用 三 角形 中 位 线性 质 定理 的 看 图 训练 . 

点 击 “ 图 形 冲 浪 ”, 时 间 设 定 为 30 秒 ,练习 第 57 至 60 题 ,然后 推送 到 学 生 
的 移动 终端 上 ,开始 练习 . 

练习 完成 后 ,要 求 每 位 学 生 点 击 “ 汇 总 ”, 看 一 看 自己 的 练习 情况 ,发 现 自己 
的 问题 ,然后 推送 到 教师 的 电脑 上 . 
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教师 看 到 全 班 的 练习 结果 分 析 后 ,先进 行 整体 评价 ,指出 共同 性 的 问题 , 然 
后 再 看 两 名 学 生 的 答题 情况 ,各 选择 一 个 错误 进行 纠正 和 指导 . 

小 结 :同学 们 都 做 得 很 好 ,我 们 可 以 发 现 刚 才 这 四 个 题目 的 共同 特点 就 是 
都 应 用 了 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 性 质 . 

3. 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 应 用 方法 介绍 

现在 ,我 们 来 学 习 应 用 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进行 证 明 时 ,出 现 的 几 种 
重要 的 添 线 方法 . 

在 《几何 王 ) 软 件 中 ,依次 点 击 “ 基 本 图 形 分 析 法 ”和 “三 角形 中 位 线 ”, 再 点 
击 相 应 的 图 标 , 就 可 得 到 相应 的 添加 辅助 线 的 方法 的 介绍 .学 生 在 自己 的 电脑 上 
阅读 相应 的 内 容 . 

在 几何 问题 中 ,出 现 了 多 个 中 点 , 且 有 两 个 中 点 所 在 的 线段 具有 公共 端点 ， 
这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 . 

若 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 , 则 将 三 角形 的 边 添 上 (图 3-4-28); 若 有 三 
角形 而 没有 中 位 线 , 则 将 三 角形 的 中 位 线 添上 .( 图 3-4-29) 


A A 
AN 2 
D \E WA ace Na 
W \ 
六 “Ce B a esr 
图 3-4-28 图 3-4-29 
4. 例题 教学 
依次 点 击 “ 智 能 搜索 “三 角形 ”“ 作 正方 形 ”“ 线 段 的 中 点 ”, 搜 索 出 例题 后 ， 
推送 给 学 生 . E 
【 例 1】 已 知 : 八 ABC 中 ,以 AB 为 边 向 人 ABC Wa 局 
外 作 正 方形 AEDB ,以 AC 为 边 向 AABC 外 作 正 方 了 所 I 和 A 
形 ACFG, 采 是 BC 的 中 点 ,是 BE 的 中 点 ,J 是 NAN Le A F 
B C 


CG 的 中 点 ,联结 HI、.HJ.( 图 3-4- 30) 
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求证 :HI 二 HJ. 

本 题 学 生 思考 的 关键 ,是 要 发 现 条 件 给 出 的 “五 是 BC 的 中 点 ,I 是 BE 的 
中 点 ”应 怎么 应 用 . 

由 于 这 里 出 现 了 两 个 中 点 ,因此 可 应 用 或 添加 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进 
行 证 明 . 

又 因为 互 工 所 在 的 线段 BC BE 具有 公共 端点 B, 可 以 组 成 三 角形 ,所 以 
及 I 这 两 个 中 点 的 连 线 就 是 三 角形 的 中 位 线 . 

现在 图 形 中 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,所 以 应 将 三 角形 的 边 添上 .于 是 联结 


CE ,可 得 HI//CE,HI==CE.( 图 3 一 站 二 31》 


图 3= 和 4= 仿 


同 理 , 联 结 BG ,可 得 HJ /BG,HJ =BG. 


问题 就 转化 为 证 CE 二 BG. 
接 下 来 ,引导 学 生发 现 应 通过 一 对 旋转 型 全 等 三 角形 (图 3-4-32), 即 
AAECSAABG 来 完成 分 析 . 
由 一 名 学 生 口 述 证 明 过 程 . 
证 明 : 联 结 CE 、GB. 
在 AAEC 和 AABG 中 ， 
四 边 形 AEDB 和 四 边 形 ACFG 都 是 正方 形 ， 
AE=AB, /EAB= /CAG=90". 
ZEAC= /EAB+/BAC=90°+ 人 LBAC, 
ZBAG= /CAG+/ZBAC=90°+ ZBAC. 
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ZEAC=7ZBAG,AC=AG., 
六 PS 六 ABC. 
CE=GB. 

又 ww BH=SGH, BI=EI; 


HI/CE,HI=3CE. 


同 理 可 证 HJ /BG,HJ =3BG. 


HI=HJ. 
下 面 我 们 看 例题 2. 
依次 点 击 “ 智 能 搜索 “等 腰 三 角形 “延长 “相等 ”和 “线段 的 中 点 ”, 搜 索 出 
例题 后 ,推送 给 学 生 . 
【 例 2] 已 知 :入 ABC 中 ,AB 二 AC, 延 长 AB 到 DD,BD 一 AB,E 是 AB 的 
中 点 ,联结 CD .CE.( 图 3-4-33) 
求证 :CD 一 2CFE. 


图 3-4-33 图 3-4-34 
本 题 要 求学 生 独立 完成 ,然后 同 桌 之 间 交 流 自 己 的 解 题 方 法 和 思路 . 
分 析 1: 本 题 中 ,学 生 在 根据 线段 之 间 的 倍 半 关 系 的 定义 ,在 取 了 CD 的 中 
点 下 后 ,关键 的 问题 是 要 发 现 B、F 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 具有 公共 端点 D ,可 
以 组 成 三 角形 ,现在 图 形 中 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 所 以 要 将 中 位 线 添上 .于 是 


联结 BF( 图 3-4- 34), 可 得 BF//AC,BF=3AC. 
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从 而 通过 ABCESABCF ,就 可 以 完成 证 明 . 

分 析 2: 本 题 在 分 析 上 出 现 的 难点 是 已 知 的 两 个 中 点 所 在 的 线段 是 重 释 线 
段 ,不 能 组 成 三 角形 ,所 以 这 两 个 中 点 所 在 的 线段 也 就 不 是 三 角形 的 中 位 线 ,这 
时 就 要 增加 中 点 , 且 应 增加 和 已 知 中 点 所 在 的 线段 有 公共 端点 的 线段 的 中 点 . 

于 是 取 AC 的 中 点 下 ,现在 图 形 中 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 所 以 要 将 中 位 线 


添上 .于 是 联结 BF( 图 3-4- 35), 可 得 BF//DC,BF== 记 DC. 从 而 通过 BCE 


和 时 八 CBF ,就 可 以 完成 证 明 . 


图 3-4-35 图 3-4-36 
分 析 3: 如 果 想 到 要 使 C 成 为 中 点 ,那么 延长 AC 到 下 ,使 CF 王 AC. 而 另 一 
个 中 点 选取 AB 的 中 点 下 ,那么 图 形 中 有 中 位 线 而 三 角形 不 完整 ,所 以 要 将 三 


角形 的 边 添上 .于 是 联结 BF, (图 3-4- 36) 可 得 ECVBF,EC 一 了 BF. 从 而 通 


过 AABFSAACD ,就 可 以 完成 证 明 . 

在 《几何 王 》 软 件 中 ,还 介绍 了 这 道 习 题 的 多 种 分 析 思 路 和 方法 ,学 有 余力 
的 学 生 可 以 课 后 自学 . 

三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 在 应 用 时 还 有 另 一 种 可 能 情况 ,就 是 出 现 了 
与 线段 的 中 点 有 联系 的 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关系 ,这 时 就 要 想到 应 用 三 角 
形 中 位 线 的 基本 图 形 进行 证 明 .此 时 还 有 两 种 可 能 性 :一 是 将 倍 线段 取 作 三 
角形 的 边 ,就 要 添 中 位 线 ; 一 是 将 半 线 段 取 作 三 角形 的 中 位 线 , 就 要 将 三 角 
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接 下 来 ,我 们 看 例 3. 
依次 点 击 “智能 搜索 “三 角形 ”“ 倍 角 ” 和 "垂直 ”, 搜 索 出 例题 后 , 推送 给 


学 生 . 


【全 3】〗 已 知 ;: 人 ABC 中 ,ABC=2 一 ACB， A 
AD | BC, 重 足 是 也 , 忆 是 BC 的 中 点 .( 图 3-4-37) 
FS 
到 1 rd 
求证 :DE 二 5AB. Bo [0 
分 析 : 本 题 思考 的 第 一 个 难点 ,就 是 要 证 明 的 结 图 3-4-37 


论 DE 一 元 AB 是 两 条 线段 之 间 的 倍 半 关 系 , 且 又 给 出 已 是 BC 的 中 点 ,可 应 用 


三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 进 行 证 明 . 若 将 倍 线段 AB 取 作 三 角形 的 边 , 则 图 形 中 
是 有 三 角形 而 没有 中 位 线 , 于 是 应 将 中 位 线 添 上 , 即 取 AC 的 中 点 下 ,联结 EF 


(图 3-4-38), 可 得 EFNAB,EF 一 地 AB. 


A A 
下 > 
SA 和 bE Ns 
B 3 C B yD C 
图 3-4-38 图 3-4-39 


接 下 来 的 关键 问题 就 是 要 证 明 AEDF 是 等 腰 三 角形 . 

由 AD BC, 垂 足 是 忆 , 下 是 AC 的 中 点 ,可 应 用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 
的 基本 图 形 的 性 质 , 联 结 FD( 图 3-4- 39) 可 得 FD=FC,AFDC=/FCD. 

所 以 再 应 用 人 人 ABC 二 2 了 ACB 和 EF//AB ,就 可 以 完成 证 明 . 

本 题 要 求学 生 在 自己 的 电脑 上 完成 分 析 、 思 维 过 程 ,并 推送 到 教师 的 电脑 
上 ,由 电脑 完成 批改 ,并 展示 质量 分 析 结 果 . 

对 于 《几何 王 》 软 件 介绍 的 其 他 各 种 分 析 方法 ,学 生 可 以 课外 进行 自学 和 
研究 . 

5. 课堂 小 结 


(1) 本 节 课 我 们 主要 复习 了 三 角形 中 位 线性 质 定理 和 它 的 应 用 , 它 有 两 个 
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方面 的 结论 ,一 是 位 置 关系 上 的 ,一 是 数量 关系 上 的 ; 

(2) 归纳 了 三 角形 中 位 线 的 基本 图 形 的 应 用 方法 和 添 线 方法 ; 

(3) 通过 例题 的 学 习 , 真 正体 会 到 添加 辅助 线 的 规律 性 . 

6. 作业 布置 

(1) 依次 点 击 “ 智 能 搜索 “三 角形 的 中 位 线 一 (1)”“ 售 线段 ”, 搜 索 得 到 : 

已 知 :AABC 中 , BC = 二 2A4B,D 是 BC 的 中 点 ,E 是 BD 的 中 点 ,联结 
AD .AE. 

求证 :AC==2AE. 

(2) 依次 点 击 “ 智 能 搜索 “三 角形 的 中 位 线 一 (6)”“ 正 方形 ”搜索 得 到 : 

已 知 :正方 形 ABCD 中 ,E 是 AB 的 中 点 ,下 是 BC 的 中 点 ,G 是 CD 的 中 
点 ,HH 是 DA 的 中 点 ,联结 EF 、FG GH 、HE. 

求证 :四 边 形 EFGH 是 正方 形 . 

(3) 依次 点 击 “ 知 能 搜索 “三 角形 的 中 位 线 一 (7)”“ 正 方形 ” ,搜索 得 到 : 

已 知 :正方 形 ABCD 中 ,E 是 CD 的 中 点 ,联结 BF, 下 是 AD 上 的 一 点 ， 


DF=7AD ,联结 EF. 
求证 ;BE 二 2EF. 


将 习题 推送 到 学 生 的 电脑 上 ,学 生 在 电脑 上 完成 作业 后 推送 递交 . 
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第 一 节 ”思维 能 力 评价 


教育 的 最 终 目 标 , 当然 是 教育 质量 ,而 教育 质量 的 高 低 优 劣 ,又 必须 经 过 质 
量 的 评价 ,所 以 教育 的 发 展 , 教 育 改革 都 无 法 回避 质量 评价 这 一 核心 问题 . 

要 进行 教育 质量 评价 ,首要 的 问题 是 确定 评价 标准 和 评价 方法 ,不 同 的 评 
价 标准 .评价 要 求 会 得 到 不 同 的 甚至 是 反差 非常 大 的 评价 结果 .即使 是 同样 的 评 
价 标准 .评价 要 求 , 采 用 不 同 的 评价 方法 ,也 会 得 到 不 一 样 的 评价 结果 . 

我 们 已 经 知道 ,教育 是 有 一 个 过 程 的 ,一 门 学 科 的 教学 少 则 一 年 ,多 则 三 
年 ,五 年 ,有 以 “ 百 ” 为 数量 级 的 课时 数 ,而 考试 呢 ? 限 于 时 间 、 精 力 等 多 方面 因 
素 的 制约 ,只 能 限定 在 很 短 的 时 间 内 (60 分 钟 .90 分 钟 、120 分 钟 等 ) 完 成 .所 以 ， 
我 们 通常 讲 的 教育 质量 评价 ,一 直 都 是 一 种 以 局 部 的 考试 评价 来 取代 对 整体 的 
教育 质量 进行 评价 的 模式 ,由 此 当然 会 引发 考试 实施 过 程 中 的 诸多 问题 . 

当 社 会 的 教育 处 于 “ 识 记 教育 "阶段 时 ,教育 质量 最 重要 的 内 涵 是 用 记忆 来 
表现 的 ,考试 的 主要 形式 就 是 默写 ,学 生 想 要 符合 考试 要 求 ,就 一 定 要 把 知识 内 

当 教 育 从 “ 识 记 教 育 ” 阶 段 发 展 到 “学 练 教育 ”也 就 是 “ 双 基 教育 ”阶段 时 , 教 
育 质量 的 最 重要 的 内 涵 也 就 从 " 记 住 "发 展 到 了 ”会 做 ”会 熟练 地 做 ”那么 怎样 
才能 达到 “会 做 ”的 水 平 呢 ? 由 于 “会 做 ”是 从 教师 示范 开始 的 ,是 从 教师 手把手 
教 开 始 的 ,所 以 学 生 首 先进 行 模仿 .然而 ,在 模仿 的 过 程 中 ,记忆 又 开始 起 作用 ， 
只 是 从 知识 、 概 念 的 记忆 ,发 展 到 了 对 方法 的 记忆 ,也 有 部 分 学 生 会 发 展 到 对 例 
题 和 习题 解法 的 记忆 .现在 有 相当 一 部 分 学 生 尽 管 训练 了 不 少 题 目 , 模 拟 了 相当 
多 的 考试 ,但 遇 到 “新 面孔 ”的 考试 题目 还 是 不 会 做 ,这 就 说 明 他 们 在 平时 学 习 
中 展现 的 “会 做 ”还 是 一 种 建立 在 记忆 基础 上 的 “会 做 ”, 而 不 是 建立 在 通过 自己 
的 积极 思维 、 真 正 将 题目 想 出 来 这 样 一 种 基础 上 的 “会 做 ”. 当 然 ,就 “会 做 ”的 要 
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求 而 言 ,考试 已 经 出 现 了 在 能 力 和 思维 方面 的 要 求 ,但 总 体 上 还 是 在 “会 做 ”的 
范畴 内 . 

长 期 以 来 ,无 论 是 默写 还 是 会 做 ,教育 质量 是 通过 什么 来 评价 的 呢 ? 毫 无 
疑问 ,是 通过 考试 中 学 生 完 成 的 答卷 质量 来 评价 的 .默写 对 不 对 是 看 答案 的 ,会 
做 不 会 做 也 是 看 答案 的 ,在 考卷 上 学 生 书 写 出 来 的 答案 ,几乎 就 是 和 教育 的 质 
量 画 等 号 的 . 

然而 ,考卷 上 的 答案 是 否 就 能 代表 教育 的 质量 呢 ? 显然 是 不 完全 能 的 .考试 
中 ,学 生 的 答题 会 出 现 这 样 几 种 情况 :一 是 学 生 完全 依靠 自己 的 独立 思考 ,将 试 
题 的 解法 想 出 来 了 ,当然 这 是 要 付出 时 间 成 本 的 ;二 是 已 经 做 过 、 甚 至 做 过 多 次 
并 已 达到 熟练 程度 的 题目 ,正好 被 选 作 考试 试题 ,学 生 也 回答 得 完全 正确 ;三 是 
有 的 题目 本 身 比 较 简单 ,如 有 的 判断 题 .选择 题 , 学 生 可 以 靠 猜测 选 对 ,答对 ; 
是 有 的 学 生 对 有 的 题目 完全 靠 死记 硬 背 , 甚 至 是 考试 这 段 时 间 内 强行 记 住 ,但 
考试 一 结束 就 会 全 部 忘记 ;五 是 有 的 学 生 是 抄 来 的 ,甚至 是 通过 作弊 来 完成 的 . 
从 试卷 的 答案 上 看 ,这 些 学 生 都 对 ,都 可 得 满分 ,但 教育 的 质量 显然 是 不 一 样 的 . 
总 之 ,考卷 上 的 答案 不 能 真正 代表 学 生 真 实 的 教育 质量 ,这 实际 上 也 是 传统 的 
考试 制度 ,考试 方法 和 教育 质量 评价 所 存在 的 主要 问题 之 一 ,当然 也 是 我 们 考 
试制 度 改革 所 要 突破 和 解决 的 一 个 重要 问题 . 

根据 人 的 智能 的 记忆 ,技能 和 能 力 的 层次 结构 ,无 论 是 从 理论 上 还 是 从 实 
践 上 来 说 ,教育 质量 的 评价 都 应 该 是 具有 科学 性 的 ,所 以 都 应 该 全 面 地 、 完 整地 
从 这 几 个 层次 上 进行 测评 ,获得 相应 的 教育 质量 测评 结果 . 

由 于 我 们 的 教育 对 知识 .记忆 、 技 能 的 考试 评价 都 有 相当 成 熟 的 要 求 、 标 准 
和 做 法 ,所 以 目前 关键 的 问题 就 是 要 解决 能 力 的 考试 评价 问题 . 

在 教育 尤其 是 教学 领域 ,人 的 能 力 ,通常 都 被 界定 为 分 析 问 题 和 解决 问题 
的 能 力 , 其 核心 是 思维 能 力 , 所 以 能 力 的 考试 和 评价 也 就 定位 在 思维 能 力 的 考 
试 和 评价 上 . 

教育 质量 的 评价 ,从 对 知识 .记忆 、 技 能 的 考试 评价 发 展 到 在 此 基础 上 增加 
专门 针对 思维 能 力 的 测试 和 评价 ,对 于 教育 的 发 展 、 教 育 的 改革 、 教 育 所 追求 的 
理念 ,人 的 科学 发 展 、 考 试制 度 和 方法 的 改革 ,都 具有 重要 的 意义 . 


286 


第 四 章 “评价 思维 过 程 


第 一 ,从 教育 的 发 展 来 讲 , 对 思维 能 力 的 测试 .评价 的 解决 和 实施 ,是 具有 
里 程 碑 意义 的 飞跃 和 突破 .多 少年 来 ,我 们 的 教育 一 直 徘 徊 于 识 记 和 学 练 的 阶 
段 ,许多 社会 各 界 (包括 教育 界 ) 的 有 识 之 士 看 到 了 传统 教育 的 这 一 弊端 ,发 表 
了 种 种 要 改变 这 种 现状 的 慷慨 激昂 的 见解 意见、 建议 ,教育 行政 部 门 也 早 在 多 
年 前 就 已 将 "加 强 基 础 、 培 养 能 力 发展 智力 ”作为 教育 发 展 的 目标 ,但 都 没有 能 
够 改变 这 样 一 种 徘徊 的 状态 .这 里 除了 由 于 相当 一 部 分 学 校 的 领导 和 教师 辕 于 
传统 的 观念 ,很 重要 的 一 个 原因 就 是 对 怎样 培养 能 力 , 怎 样 发 展 智力 的 问题 都 
说 不 明白 ,尤其 是 怎么 来 进行 评价 ,具体 怎样 落实 在 教学 中 、 考 试 中 都 不 清楚 . 思 
维 能 力 怎么 在 常态 化 中 进行 考试 评价 ,不仅 是 指 我 们 在 很 小 的 范围 内 做 几 次 实 
验 所 进行 的 测试 评价 ,而 且 也 指 在 常态 化 考试 中 所 进行 的 考试 评价 ,应 该 怎么 
考 ,应 该 怎么 评 ,这 都 是 以 往 的 传统 教育 没有 涉足 过 的 领域 .这 个 问题 的 提出 、 实 
践 和 解决 ,将 为 教育 的 发 展开 创新 的 天 地 ,推动 质 的 飞 牙 . 

第 二 ,从 教育 的 改革 来 说 ,对 思维 能 力 测试 .评价 的 解决 和 实施 ,也 是 具有 
重大 意义 的 .回顾 教育 改革 所 走 过 的 历程 ,我 们 深切 地 感受 到 ,教育 在 各 种 层面 
的 改革 最 后 都 会 被 考试 制度 ,考试 方法 .考试 形式 牢 牢 地 控制 着 .因为 任何 一 项 
改革 举措 ,都 要 落 到 提高 教育 质量 上 ,如 果 一 项 教育 改革 的 结果 是 导致 教育 质 
量 下 滑 , 那 毫 无 疑问 这 项 改革 举措 就 一 定 会 就 此 打住 .而 一 提 到 教育 质量 ,当然 
就 会 联系 到 质量 评价 ,就 会 引出 考试 这 根 “ 指 挥 棒 ”. 为 什么 我 们 的 许多 教育 改革 
的 探索 、 实 践 研 究 在 小 学 阶段 .初中 低 年 级 阶段 可 以 搞 得 丰富 多 彩 ,生动 活泼 ， 
显示 出 教师 的 探索 精神 和 创新 精神 ,而 到 了 初 三 年 级 、 高 中 阶段 ,教育 改革 的 探 
索 、 实 践 、 研 究 就 会 一 下 子 优 旗 息 鼓 、 鸣 金 收兵 了 呢 ? 说 穿 了 ,不 就 是 被 “中 考 ” 
“高 考 " 牢 牢 控制 着 吗 ?! 我 们 想 尽 办 法 要 减轻 学 生 过 重 的 课业 负担 ,不 提倡 在 
教学 中 搞 “ 题 海战 术 ”, 但 在 实际 教学 中 ,学 生 的 课业 负担 减轻 了 吗 ? 不 少 学 校 
的 “ 题 海战 术 ” 还 在 继续 ,甚至 愈演愈烈 .所 以 教育 界 许多 专家 学 者 都 正确 地 指 

1 ,考试 制度 改革 应 是 教育 改革 的 源头 ,是 应 该 牵 的 “牛鼻子 ”然而 考试 制度 又 
应 如 何 改 呢 ? 这 些 年 来 ,我 们 的 考试 改革 也 是 在 不 断 探 索 , 不 断 实践 ,不 断 推 
新 ,但 根本 的 问题 并 没有 解决 .实际 上 ,只 要 我 们 的 考试 仍然 是 以 知识 记忆、 技 
能 为 考查 内 容 的 ,那么 传统 的 考试 所 出 现 的 问题 和 弊端 都 将 会 长 期 存在 .只 有 当 


287 


透明 的 几何 
一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


我 们 的 考试 从 重 对 知识 .记忆 、 技 能 的 测评 发 展 到 对 思维 能 力 的 测评 ,考试 制度 
的 改革 才 会 出 现 一 次 真正 的 飞跃 和 突破 .考试 的 目标 一 旦 落实 到 对 思维 能 力 的 
测试 .评价 的 解决 和 实施 ,同样 会 给 我 们 的 教育 发 展 ,改革 产生 强 有 力 的 引领 作 
用 ,对 教学 内 容 、 教 学 方法 、 教 学 形式 教学 手段 的 发 展 、 改 革 产 生 不 可 低估 的 推 
动作 用 ,对 信息 技术 在 教育 教学 中 的 常态 化 应 用 产生 积极 的 影响 . 

第 三 ,辩证 唯物 主义 的 一 条 基本 原理 ,就 是 存在 决定 意识 ,对 思维 能 力 的 测 
评 没有 在 考试 中 出 现 以 前 ,人 们 不 会 形成 相应 的 教育 理念 ,而 对 思维 能 力 的 测 
评 在 考试 中 得 以 实现 并 能 正确 实施 之 后 ,“ 存 在 ”不 一 样 了 ,人 们 的 教育 理念 教 
育 观 念 就 会 发 生变 化 .教师 对 自己 工作 的 认识 ,就 不 会 仅仅 满足 于 向 学 生 传 授 知 
识 , 教 会 学 生 和 掌握 技能 并 进行 不 断 的 训练 ,而 是 要 教育 学 生 和 掌握 正确 的 、 科 学 的 
思想 方法 ,激发 学 生 进 行 积极 的 思维 ,提高 学 生 的 思维 层次 ,培养 学 生 的 思维 能 
力 ,如 果 我 们 的 教学 工作 都 能 建立 在 这 样 一 种 教育 理念 的 基础 上 ,并 落实 到 教 
学 工作 中 , 那 我 们 无 疑 是 打开 了 一 个 人 才 资 源 、 智 力 资源 的 宝库 ,产生 人 才 培 养 
上 的 核 变 效应 . 

第 四 ,以 思维 能 力 的 测评 为 主要 目标 的 考试 , 付 之 实践 后 ,对 学 生 的 科学 发 
展 , 全 面 发 展 也 会 起 到 正确 的 指导 和 引领 作用 .不 少 以 死记 硬 背 来 应 对 考试 的 学 
生 将 会 明白 ,即使 题目 背 出 来 了 ,但 思维 能 力 水 平 不 高 还 是 不 行 的 .这 样 就 能 真 
正 使 思维 能 力 强 .思维 水 平 高 的 学 生 确 立 或 显示 出 他 们 的 优势 ,同时 也 给 思维 
能 力 差 的 学 生 指 明了 今后 努力 的 方向 ,这 不 就 是 教育 所 追求 的 目标 吗 ? 

第 五 ,以 思维 能 力 的 测评 为 主要 目标 的 考试 付 之 实 践 后 ,将 对 考试 制度 、 考 
试 方法 的 改革 产生 革命 性 的 影响 .对 思维 能 力 的 评价 ,通过 什么 方式 才能 实现 
呢 ? 如 果 仍 然 通过 答案 的 对 错 来 进行 评价 , 那 就 会 走 回 到 原来 的 老路 上 .所 以 必 
须 走出 一 条 新 路 ,这 就 必须 寻找 新 的 途径 、 新 的 方法 ,尤其 是 要 将 信息 技术 、 信 
息 手段 深度 融合 到 考试 中 来 . 

综 上 所 述 ,对 思维 能 力 进 行 测 试 和 评价 ,是 一 项 充满 着 探索 性 、 创 新 性 的 系 
统 工程 ,也 是 一 项 意义 非凡 的 系统 工程 ,为 了 真正 实现 教育 现代 化 的 目标 ,让 我 
们 为 此 而 努力 奋斗 吧 ! 
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第 二 节 ”思维 过 程 评价 


教育 质量 的 评价 ,要 重 在 思维 能 力 的 评价 上 .那么 怎样 来 进行 思维 能 力 的 评 
价 呢 ? 

首先 ,人 的 思维 能 力 本 身 具 有 相当 丰富 的 内 涵 , 所 以 我 们 首先 将 要 进行 评 
价 的 思维 能 力 定位 在 逻辑 思维 能 力 上 . 

要 进行 逻辑 思维 能 力 的 考试 和 评价 ,首先 就 要 解决 逻辑 思维 能 力 的 可 展 
示 、 可 评价 问题 .逻辑 思维 能 力 的 展示 只 有 两 个 途径 ,一 是 展示 思维 的 过 程 ,二 是 
展示 思维 的 结果 .仅仅 用 思维 的 结果 来 进行 教育 质量 测评 ,会 出 现 较 大 的 误差 ， 
不 能 准确 地 评价 思维 能 力 的 水 平 ,所 以 就 必须 通过 思维 的 过 程 来 进行 逻辑 思维 
能 力 的 评价 .实际 上 ,将 思维 过 程 作为 逻辑 思维 能 力 评价 的 主要 指标 一 经 落实 ， 
关于 对 思维 结果 的 评价 ,也 就 一 并 实现 了 . 

思维 过 程 指 的 是 拿 到 一 个 问题 后 ,是 怎样 开始 或 者 是 从 什么 地 方 开始 进行 
思考 的 ,是 怎样 一 步 一 步 想 出 来 的 这 样 一 个 过 程 ,思维 过 程 的 展示 就 是 要 将 这 
一 过 程 展示 出 来 《几何 王 ? 软 件 作为 一 款 以 思维 过 程 的 可 视 化 为 核心 技术 的 智 
慧 教 育 软 件 ,对 于 几何 问题 中 具有 规范 性 的 思维 过 程 的 展示 、 示 范 及 可 视 化 ,都 
已 经 可 以 实现 .现在 的 问题 是 要 通过 学 生 的 思维 过 程 的 展示 来 进行 逻辑 思维 能 
力 的 考核 和 评价 ,也 就 是 要 将 每 一 位 学 生 的 思维 过 程 都 展示 出 来 .由 于 学 生 的 思 
维 具 有 很 强 的 个 性 化 特点 ,其 中 经 常会 出 现 许 多 不 具 规范 性 但 却 是 学 生 乐于 使 
用 的 表达 或 书写 方式 ,所 以 要 实现 学 生 思维 过 程 的 展示 ,需要 解决 的 问题 就 要 
复杂 得 多 ,这 显然 是 一 场 新 的 挑战 . 

拿 到 一 个 问题 后 是 怎样 想 的 ?是 从 哪里 开始 思考 的 ?即使 是 对 一 个 并 不 
是 很 复杂 的 问题 来 说 ,学 生 的 思考 也 会 出 现 多 种 可 能 的 情况 .其 中 可 能 有 若干 种 
想法 是 正确 的 ,也 可 能 有 几 种 想法 是 不 正确 的 ,无 法 获得 正确 的 结果 ,作为 学 生 
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思维 过 程 的 显示 ,都 应 该 显示 出 来 .再 进一步 ,学 生 在 开始 思考 以 后 ,是 怎样 一 步 
一 步 想 出 来 的 ? 具体 的 思路 是 什么 ? 那 出 现 的 情况 将 更 是 千姿百态 \ 千 差 万 别 
了 .有 的 学 生 想 到 某 一 步 , 就 已 经 出 现 错误 了 ;有 的 学 生 想到 某 一 步 , 就 想 不 下 去 
了 ;有 的 学 生 想 到 某 一 步 ,思维 绕 了 一 个 圈 , 又 回 到 原来 的 出 发 点 了 ;有 的 学 生 
想到 某 一 步 ,逻辑 推理 出 现 了 问题 ,等 等 ,但 不 论 出 现 的 可 能 情况 有 多 少 种 ,都 
应 将 每 位 学 生 的 思维 过 程 展 示 出 来 . 

基于 上 述 这 样 的 情况 ,实现 学 生 思维 过 程 的 展示 必须 要 解决 以 下 几 个 问题 . 

一 是 学 生 思维 过 程 以 怎样 的 形式 来 展示 .显然 ,这 时 已 经 不 可 能 采用 传统 的 
作业 或 试卷 形式 了 ,而 必须 采用 信息 技术 在 电脑 上 显示 来 实现 .要 学 生 在 作业 本 
上 或 试卷 上 展示 自己 的 思维 过 程 , 这 个 目标 的 实现 是 很 难 做 到 的 .这 时 ,信息 技 
术 的 优势 就 显现 出 来 了 ,学 生 在 电脑 上 可 以 按照 一 定 的 要 求 来 书写 和 展现 自己 
的 思维 过 程 ,这 就 从 根本 上 解决 了 学 生 思维 过 程 展示 的 技术 上 的 关键 问题 . 

二 是 解决 好 规范 性 表述 与 学 生 个 性 化 表述 之 间 的 差异 问题 .电脑 的 操作 、 信 
息 技 术 的 应 用 都 要 建立 在 规范 化 表述 和 以 此 为 前 提 的 程序 编制 的 基础 上 .所 以 
要 学 生 在 各 种 移动 终端 上 展示 自己 的 思维 过 程 ,首先 要 培养 他 们 尽 可 能 使 用 规 
范 化 的 语言 和 模板 来 进行 表述 ,要 使 大 多 数学 生 达 到 逐步 掌握 并 能 熟练 地 进行 
操作 的 程度 .能 做 到 这 样 程度 的 学 生 越 多 ,学 生 思 维 过 程 的 展示 也 就 会 做 得 
越 好 . 

由 于 学 生 终究 是 处 于 一 个 学 习 的 过 程 中 ,不 管 我 们 作 多 少 指导 和 训练 ,学 
生还 是 有 可 能 会 出 现 不 规范 的 表达 和 书写 , 而 就 思维 过 程 而 言 , 甚 至 还 会 出 现 
冷 个 ,怪异 的 可 能 ,这 也 就 是 在 教育 中 随机 出 现 的 个 性 化 问题 .即使 出 现 这 样 的 
情况 ,也 必须 要 将 学 生 的 思维 过 程 完整 地 展示 出 来 . 

综 上 所 述 ,学 生 思维 过 程 的 显示 , 既 要 实现 学 生 使 用 规范 化 语言 和 模板 
来 表述 思维 过 程 的 目标 ,也 要 兼顾 学 生 没有 使 用 规范 化 语言 和 模板 ,而 是 使 
用 随机 的 .个 性 化 的 语言 来 表述 自己 的 思维 过 程 的 情况 ,也 就 是 既 要 解决 大 
多 数学 生 在 规范 化 表达 基础 上 的 思维 过 程 的 展示 问题 ,也 要 为 少数 学 生出 现 
的 种 种 思维 过 程 上 的 特例 和 别出心裁 的 .甚至 是 奇 思 怪 想 的 思维 过 程 留 下 展 
示 的 空间 . 
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三 是 要 努力 将 学 生 具 有 跳跃 性 、 瞬 时 性 的 思维 过 程 展示 出 来 .思维 的 跳跃 ， 
是 教学 过 程 中 学 生 进 行 思维 时 出 现 的 一 种 常见 现象 , 指 的 是 学 生 在 思考 一 个 问 
题 的 过 程 中 ,突然 萌发 的 一 种 看 上 去 和 原来 的 思维 活动 没有 联系 的 思维 成 果 的 
现象 .这 时 的 思维 过 程 可 能 发 生 在 一 瞬间 ,要 将 这 样 一 种 瞬时 间 发 生 的 思维 过 程 
表述 出 来 ,显然 会 有 很 大 的 难度 .思维 过 程 的 跳跃 还 有 一 个 特点 ,就 是 不 一 定 与 
已 有 的 思维 成 果 存 在 明确 的 逻辑 推理 关系 ,学 生 可 能 一 时 也 说 不 清楚 ,要 将 这 
样 一 种 思维 过 程 一 步 一 步 表 示 出 来 ,显然 也 是 不 容易 的 ,这 就 需要 在 理论 研究 
和 技术 研究 上 有 所 突破 ,解决 这 个 问题 . 

四 是 要 解决 学 生 思维 过 程 表 述 的 元 长 性 问题 .如 果 要 求学 生 对 每 一 个 问题 
都 要 展示 自己 的 思维 过 程 , 就 会 发 现 大 量 问题 的 思维 过 程 的 表述 会 很 烦琐 ,很 
元 长 ,一 个 很 清晰 的 只 需 几 步 即 可 解决 的 问题 ,要 用 规范 化 的 语言 或 模板 来 表 
述 ,可 能 需要 多 几 倍 的 语言 量 来 实现 ,而 且 学 生 在 学 习 中 也 有 一 种 天 然 的 本 性 ， 
就 是 尽 可 能 地 采用 最 简洁 的 语言 来 进行 表达 ,他 们 也 常常 不 愿意 采用 舍 简 就 繁 
的 方式 来 解答 问题 .因此 ,在 经 过 表达 思维 过 程 的 基本 训练 ,并 在 规范 化 的 表达 
已 经 达到 要 求 以 后 , 随 着 思维 能 力 的 不 断 提升 ,就 需要 推出 思维 过 程 的 简化 表 
述 规范 ,以 增强 应 用 的 实效 性 . 

在 以 上 这 些 问 题 得 到 解决 以 后 ,学 生 思 维 过 程 的 展示 功能 也 就 可 以 实现 ， 
可 以 从 拿 到 一 个 问题 后 的 思维 起 点 开始 ,将 其 思维 过 程 一 步 一 步 在 电脑 上 表示 
出 来 ,同时 也 可 以 是 以 书写 ,填充 .选择 .判断 等 多 种 不 同 的 形式 来 实现 . 

学 生 的 思维 过 程 一 经 显示 , 接 下 来 就 进入 了 思维 过 程 和 结果 的 评价 阶段 . 

考试 是 由 教师 命题 ,在 学 生 预 先 不 知 试题 的 前 提 下 进行 的 .如 果 学 生 考 试 前 
已 经 看 到 了 试题 ,甚至 针对 试题 作 了 准备 , 那 考试 也 就 失去 了 基本 的 意义 和 价 
值 . 正 因为 这 样 , 所 以 教师 必定 要 在 考场 上 即时 发 出 考卷 , 而 从 信息 技术 的 应 用 
来 说 ,就 是 要 在 考试 时 将 试题 即时 推送 给 学 生 .所 以 ,对 学 生 的 逻辑 思维 能 力 的 
评价 ,要 从 试题 的 推送 开始 . 

当然 ,由 于 首先 是 要 将 学 生 的 思维 过 程 显示 出 来 ,所 以 问题 并 不 是 简单 地 
将 教师 所 命 的 试题 推送 给 学 生 就 可 以 了 , 而 是 要 先 将 所 命 的 试题 改写 成 能 实现 
思维 过 程 显示 这 一 目标 , 且 能 在 电脑 上 进行 操作 的 试题 模式 ,然后 实现 上 网 运 
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行 .直到 考试 开始 的 时 候 ,教师 才 将 试题 推送 给 参加 考试 的 全 体 学 生 . 

学 生 在 电脑 上 收 到 试题 后 ,就 可 以 开始 考试 ,学 生 应 根据 试卷 上 的 要 求 和 
相应 的 说 明 , 完 成 自己 思维 过 程 的 书写 和 显示 ,在 考试 结束 时 ,将 自己 的 考试 结 
果 推 送 到 教师 的 电脑 上 . 

教师 的 电脑 在 接收 到 学 生发 出 的 考试 结果 后 , 即 可 完成 试卷 的 电脑 批改 ， 
实际 上 也 就 完成 了 思维 过 程 和 思维 结果 的 评价 . 

根据 逻辑 思维 能 力 评价 的 要 求 ,每 一 道 试题 都 会 根据 实际 要 达到 的 思维 能 
力 水 平 ,标注 能 力 的 等 级 (或 星 级 ) 标 志 , 并 根据 学 生 在 考试 中 实际 达到 的 能 力 
等 级 (或 星 级 ) 进 行 评价 . 

接 下 来 的 关键 ,就 是 能 力 的 等 级 (或 星 级 ) 标 志 的 设置 问题 .我 们 知道 ,逻辑 
思维 就 是 根据 规范 的 逻辑 结构 和 严格 的 逻辑 推理 方法 由 因 导 果 或 执 果 渊 因 的 
思维 形式 .其 核心 的 内 容 就 是 三 段 论 证 , 即 由 大 前 提 、 小 前 提 , 推 出 结论 . 

假如 一 个 问题 是 由 一 个 三 段 论证 来 解决 的 ,也 就 是 大 前 提 、 小 前 提 都 是 已 
知 的 或 是 纯 属 常识 范围 内 的 性 质 ,要 求证 得 的 结论 也 是 明确 的 , 那 完成 这 样 一 
个 逻辑 推理 过 程 就 是 技能 上 的 要 求 ,这 样 的 题目 在 能 力 测试 上 的 等 级 就 为 0 级 
或 0 友 级 . 

如 果 一 个 问题 需要 由 两 个 三 段 论证 来 完成 ,其 中 第 一 个 三 段 论 证 得 到 的 结 
论 是 第 二 个 三 段 论证 的 一 个 条 件 , 也 就 是 出 现 了 逻辑 思维 的 最 简单 的 思维 链 ， 
这 时 作为 连接 这 两 个 三 段 论证 的 桥 性 质 ( 我 们 将 这 样 的 性 质 称 为 桥 性 质 ) ,在 给 
出 的 条 件 中 是 没有 的 ,是 隐 含 的 ,而 这 个 性 质 对 第 二 个 三 段 论证 的 进行 和 实现 
又 是 必 不 可 少 的 ,显然 具有 这 样 重要 价值 的 桥 性 质 , 是 需要 在 第 一 个 三 段 论证 
的 过 程 中 通过 推理 来 自己 发 现 的 ,这 时 就 体现 了 能 力 的 要 求 ,我 们 可 以 将 这 一 
级 的 思维 能 力 的 等 级 确定 为 半 友 级 . 

当然 ,如 果 一 道具 有 这 样 要 求 的 题目 ,学 生 是 做 过 的 ,那么 他 也 可 以 记 住 或 
者 训练 出 来 ,但 即使 会 做 这 道 题目 ,也 必须 一 步 一 步 地 回答 和 展示 自己 是 怎样 
想 的 ,以 实现 测评 思维 能 力 的 目标 . 

如 果 一 个 问题 需要 由 三 个 三 段 论证 来 完成 ,其 中 第 一 个 三 段 论 证 得 到 的 结 
论 是 第 二 个 三 段 论证 的 一 个 条 件 ,第 二 个 三 段 论证 得 到 的 结论 是 第 三 个 三 段 论 
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证 的 一 个 条 件 ,也 就 是 出 现 了 逻辑 思维 的 二 级 思维 链 , 显然 这 时 就 出 现 了 两 个 
桥 性 质 ,这 两 个 桥 性 质 都 需要 学 生 在 前 两 个 三 段 论 证 的 过 程 中 通过 推理 来 自己 
发 现 ,因为 要 通过 两 次 推理 发 现 ,其 难度 比 之 一 个 桥 性 质 的 推理 发 现 常 常 要 困 
难得 多 .在 平面 几何 学 习 的 开始 阶段 ,许多 学 生 面 对 逻辑 思维 的 最 简单 的 思维 链 
都 是 很 快 就 跃 过 去 了 ,但 面 对 逮 辑 思维 的 二 级 思维 链 时 ,许多 学 生 进 行 了 相当 
大 的 努力 ,但 就 是 跃 不 过 去 ,显然 这 是 思维 能 力 发 展 上 的 一 次 挑战 ,而 如 果 教 师 
直接 将 这 个 桥 性 质 告诉 学 生 , 学 生 虽 然 会 做 了 ,但 思维 能 力 发 展 的 这 一 步 也 就 
缺失 了 ,因此 ,这 里 就 体现 了 进一步 的 能 力 要 求 ,我 们 可 以 将 这 一 级 的 思维 能 力 
的 等 级 确定 为 真 级 . 

如 果 一 个 问题 需要 由 四 个 三 段 论 证 来 完成 ,其 中 第 一 个 三 段 论 证 得 到 的 结 
论 是 第 二 个 三 段 论证 的 一 个 条 件 ,第 二 个 三 段 论证 得 到 的 结论 是 第 三 个 三 段 论 
证 的 一 个 条 件 ,第 三 个 三 段 论证 得 到 的 结论 是 第 四 个 三 段 论 证 的 一 个 条 件 , 也 
就 是 出 现 了 人 逻辑 思维 的 三 级 思维 链 ,显然 这 时 就 出 现 了 三 个 桥 性 质 ,这 三 个 桥 
性 质 都 是 需要 在 前 三 个 三 段 论证 的 过 程 中 通过 推理 来 自己 发 现 的 ,因为 要 通过 
三 次 推理 发 现 ,其 难度 显然 又 提高 了 ,思维 能 力 的 要 求 也 就 会 更 高 ,我 们 可 以 将 
这 一 级 的 思维 能 力 的 等 级 确定 为 1.5 友 级 . 

显然 ,这 个 过 程 可 以 一 直 进行 下 去 ,科学 研究 的 许多 著作 ,可 能 要 在 展示 由 
数 百 个 、 数 千 个 、 数 万 个 、 数 亿 个 甚至 更 高 的 数量 级 的 三 段 论证 构成 的 思维 链 来 
完成 的 推理 证 明 过 程 的 基础 上 进行 撰写 .然而 对 几何 教学 来 说 ,根据 教学 的 要 求 
和 学 生 实际 能 力 水 平 发 展 的 要 求 ,我 们 所 讨论 的 问题 一 般 都 选 定 在 10 友 级 的 难 
度 之 内 ,因为 对 学 生来 说 ,这 样 的 星 级 难度 已 经 足够 了 . 

如 果 对 一 道 综合 性 较 强 的 几何 问题 进行 分 析 , 可 以 发 现 有 的 题目 出 现 的 逻 
辑 思 维 的 思维 链 可 能 由 不 止 十 个 三 段 论证 组 成 ,甚至 出 现 由 数 十 个 这 样 数量 级 
的 三 段 论证 组 成 ,但 这 时 我 们 也 会 发 现 , 相 应 出 现 的 桥 性 质 也 可 以 分 成 两 类 :一 
类 是 对 整个 多 辑 推理 过 程 是 起 着 关键 作用 的 必 不 可 少 的 ,我 们 可 以 称 之 为 关键 
桥 性 质 ; 男 一 类 是 相 比 较 而 言 不 具有 关键 的 作用 ,而 且 这 个 桥 性 质 又 是 可 以 被 
关键 桥 性 质 覆 盖 、 包 含 、 简 化 ,或 者 与 关键 桥 性 质 相 比 思维 难度 要 小 很 多 的 ,我 
们 可 称 之 为 非 关 键 桥 性 质 . 于 是 ,我 们 对 逻辑 思维 能 力 的 评价 就 确定 在 关键 桥 性 
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质 上 , 即 我 们 只 对 每 一 个 问题 的 关键 桥 性 质 确 定 星 级 ,对 非 关键 桥 性 质 不 设 定 
星 级 ,也 就 是 即使 通过 了 这 一 步 ,能 力 的 星 级 也 不 上 升 .当然 ,思维 过 程 中 的 这 些 
步骤 电脑 上 都 是 会 记录 的 ,分 析 还 是 同样 进行 . 

在 进行 逻辑 思维 能 力 的 测试 和 评价 时 ,当然 也 不 能 略 去 对 学 生 在 知识 记忆 
和 技能 掌握 方面 的 测试 和 评价 .对 知识 记忆 的 测试 和 评价 ,原则 上 只 涉及 本 道 试 
题 中 的 重要 的 一 个 或 两 个 知识 点 (概念 ) ,评价 的 标准 也 就 是 “是 ”和 “ 非 ”. 对 技能 
掌握 的 测试 和 评价 , 仅 涉及 出 现 了 基本 技能 掌握 要 求 的 试题 ,由 于 技能 的 表述 
是 有 确定 步骤 的 ,所 以 就 可 以 按照 步 又 进行 "对 ”和 ” 错 ? 的 评价 ,也 就 是 可 以 指 
出 学 生 的 错误 是 发 生 在 第 几 步 上 . 

电脑 完成 了 作业 或 试题 的 批改 .评价 以 后 ,教师 就 可 以 获得 有 关 的 质量 分 
析 数 据 . 

一 是 全 班 学 生 获 取 知识 ,掌握 技能 和 培养 逻辑 思维 能 力 方面 的 全 部 数据 ， 
并 可 展示 成 相应 的 列表 或 图 像 .如 全 班 学 生 对 每 一 个 测评 的 知识 点 的 记忆 所 显 
现 的 “是 ”和 “ 非 ” 的 结果 ,包括 正确 人 数 和 百分比 ,发 生 错 误 的 共性 原因 ,与 上 一 
次 的 测评 数据 进行 比较 的 结果 ;全 班 学 生 对 每 一 个 基本 技能 掌握 与 否 的 结果 ， 
包括 在 每 一 个 步骤 上 发 生 错误 的 学 生 人 数 ,从 而 实际 上 也 就 掌握 了 学 生 在 每 一 
个 步骤 上 发 生 错误 的 原因 ,与 上 一 次 的 测评 数据 进行 比较 的 结果 ;全 班 学 生 在 
逮 辑 思维 能 力 测评 方面 达到 不 同 的 能 力 星 级 的 学 生 数 ,与 前 若干 次 的 测评 数据 
进行 比较 的 结果 等 . 

二 是 可 以 有 目的 地 展示 每 一 个 学 生 的 测试 数据 ,包括 每 一 个 学 生 在 获取 知 
识 . 掌 握 技能 和 培养 逻辑 思维 能 力 方面 的 具体 数据 ,并 可 将 这 些 数据 以 每 一 个 
学 生 为 主体 展示 成 相应 的 列表 或 图 像 . 

在 这 一 部 分 ,教师 可 以 清晰 地 看 到 每 一 个 学 生 对 每 一 个 测评 知识 点 的 记忆 
所 显现 的 具体 的 “是 ”和 “ 非 ” 的 结果 ,发 现 其 出 现 错误 的 原因 ,并 可 与 最 近 一 个 
阶段 的 同类 知识 点 学 习 结果 进行 比较 ,发 现 其 掌握 知识 点 状态 的 变化 走向 ; 同 
样 也 可 看 到 这 名 学 生 对 每 一 个 基本 技能 掌握 与 否 的 结果 ,包括 他 的 错误 具体 发 
生 在 哪 一 个 步骤 上 ,其 出 现 错误 的 原因 ,也 可 与 最 近 一 个 学 习 阶 段 的 技能 学 会 
和 掌握 情况 进行 比较 ,发 现 其 掌握 技能 状态 的 变化 走向 ;还 可 以 看 到 这 名 学 生 


294 


第 四 章 ”评价 思维 过 程 


在 逻辑 思维 能 力 发 展 方面 所 达到 的 等 级 ,发 现 最 近 一 个 学 习 阶段 逻辑 思维 能 力 
发 展 的 趋势 等 . 

三 是 可 以 分 析 学 生 思考 每 一 个 问题 的 思路 中 出 现 的 共性 和 个 性 ,有 多 少 学 
生 是 按 同一 条 思路 去 思考 问题 ,哪些 学 生 是 按 大 家 都 不 易 想到 的 思路 去 思考 这 
个 问题 ,而 且 也 获得 了 成 功 的 ,等 等 . 

同时 ,每 一 名 学 生 同 样 可 以 在 自己 的 电脑 上 看 到 自己 的 作业 或 试题 经 电脑 
批改 以 后 的 评价 结果 ,发 现 自己 在 知识 记忆 ,技能 掌握 和 能 力 培养 等 方面 出 现 
的 问题 ,看 到 自己 学 习 总 体 状 态 的 发 展 走势 ,明白 自己 进一步 学 习 需 要 努力 的 
方向 和 有 和 针对 性 的 学 习 内 容 、 学 习 指 导 意 见 . 
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第 三 节 思 维 树 


进行 逻辑 思维 能 力 的 测评 ,必须 通过 思维 过 程 的 展示 来 实施 ,这 就 需要 有 
基础 理论 和 信息 技术 两 方面 的 支持 . 

支持 因 维 过 程 的 形象 化 展示 的 基础 理论 就 是 思维 树 理 论 . 

拿 到 一 个 几何 问题 后 ,应 从 什么 地 方 开 始 思考 ? 答案 一 般 都 不 是 唯一 的 ， 
哪怕 是 一 道 最 简单 的 .只 有 一 个 条 件 和 一 个 结论 的 问题 ,是 选择 从 条 件 开始 思 
考 还 是 从 结论 开始 思考 就 出 现 了 两 种 可 能 性 .所 以 拿 到 一 个 几何 问题 后 ,从 什么 
地 方 开 始 因 考 就 是 几何 问题 思维 过 程 的 第 一 个 思维 节点 .在 这 个 思维 节点 上 , 接 
下 来 进行 的 就 是 扩散 思维 . 

4 【 例 】 已 知 :AB 二 AC,D 是 AB 上 的 一 点 ,下 是 
小 AC 上 的 一 点 ,AD 一 AE,BE、CD 相交 于 下 ,联结 
\ AFE.( 图 4-3=-1) 
\B 求证 ;AF 平分 人 BAC. 
ph 这 个 问题 给 出 了 六 个 条 件 性 质 和 一 个 要 求证 的 
/一 了 ~ 人、 结论. 拿 到 这 个 问题 后 ， pdb 选 
B ，，， 9 择 从 哪 一 个 性 质 开始 思考 ,就 有 七 种 可 能 性 ,即使 其 
中 有 的 可 能 性 也 许 是 很 难 想 出 正确 解法 的 .由 于 系统 
首先 需要 显示 学 生 的 思维 过 程 ,而 学 生 的 思维 活动 在 进行 的 时 候 ,除了 条 件 、 结 
论 的 制约 ,是 没有 任何 束缚 的 ,我 们 并 不 知道 某 一 位 学 生 的 思路 会 向 什么 方向 
发 展 或 出 现 遗漏 ,所 以 对 于 每 一 个 思维 节点 ,都 必须 将 所 有 的 可 能 情况 列举 出 
来 ,而 不 能 遗漏 .当然 ,这 是 理想 的 追求 目标 ,在 系统 的 研制 过 程 中 ,有 的 问题 党 
常 不 能 一 下 子 就 做 到 理想 的 状态 ,首先 可 以 做 到 的 是 尽 可 能 多 地 将 扩散 思维 发 
挥 到 极致, 将 可 能 的 情况 都 列举 出 来 ,同时 也 为 以 后 可 能 出 现 的 新 的 可 能 性 ( 当 
然 应 该 是 尽 可 能 少 的 ) 留 下 进一步 拓展 的 空间 . 
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在 第 一 个 思维 节点 上 得 到 了 各 种 可 能 性 以 后 ,就 
可 以 选取 其 中 的 某 一 种 可 能 性 来 进行 讨论 ,也 就 是 进 
入 了 集中 思维 的 阶段 .这 时 系统 提出 的 问题 就 是 “你 
为 什么 会 选用 这 个 性 质 ”. 

如 果 有 的 学 生 是 根据 这 个 问题 的 结论 “AF 平分 
BAC? 开 始 思考 的 (图 4-3- 2), 那 为 什么 是 选取 从 
结论 而 不 是 从 条 件 开 始 讨论 呢 ? 这 时 思维 活动 进入 了 
第 二 个 思维 节点 ,这 次 选择 当然 是 有 道理 的 ,所 以 系统 
可 以 给 出 相应 的 理由 以 供 判断 和 选择 :出 现 了 两 个 相等 的 角 ;@ 出 现 了 两 个 要 
证 明 相 等 的 角 是 关于 AF 成 轴 对 称 的 ;@ 出 现 了 两 个 要 证 明 相 等 的 角 是 成 中 心 对 
称 的 ;@ 出 现 了 两 个 角 之 间 的 倍 半 关 系 .显然 ,这 时 的 选择 有 可 能 是 正确 的 ,也 有 可 
能 是 错误 的 ,对 于 出 现 错 误 的 选择 ,也 可 以 给 出 选择 错误 的 原因 ,实际 上 评价 已 经 
实施 了 .对 于 出 现 选择 是 正确 的 情况 ,思维 过 程 就 得 以 继续 进行 . 

如 果 选 取 的 是 “出 现 了 两 个 要 证 明 相 等 的 角 是 关于 AF 成 轴 对 称 的 ”, 那 么 
接 下 来 系统 就 要 问 :“ 应 选取 哪个 基本 图 形 进行 证 明 ?” 这 时 思维 活动 就 进入 了 
第 三 个 思维 节点 ,由 于 这 一 次 的 因果 关系 比较 明显 ,就 是 要 应 用 轴 对 称 型 全 等 
三 角形 进行 证 明 , 所 以 可 以 选用 填充 题 ,也 可 以 选用 选择 题 . 

接 下 来 系统 就 会 提出 问题 :应 证 哪 两 个 三 角形 全 等 ?这 时 思维 活动 就 进 
入 了 第 四 个 思维 节点 .由 于 这 时 可 以 证 明 的 轴 对 称 型 全 等 三 角形 有 两 对 ,不 是 唯 
一 的 ,所 以 在 这 里 又 要 进行 一 次 扩散 思维 (两 种 可 能 性 ) ,也 就 是 可 以 证 明 
AA4ABFS2AACF( 图 4-3-3), 也 可 以 证 明 AADFSAAFEF( 图 4-3-4), 由 
于 这 两 种 可 能 性 是 并 列 的 ,因此 可 分 别 进行 讨论 . 


图 4-3=2 


4 
-为 
/ 
/ 人 
ee ike 
B & 
图 4-3-4 
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若 选取 证 明 AABFSAACF , 则 系统 会 提出 问题 :现在 已 经 有 的 全 等 条 件 是 
什么 ?” 这 就 是 第 五 个 思维 节点 .由 于 条 件 已 经 给 出 AB 二 AC,AF 二 AF ,系统 会 继 
续 提 问 :“ 还 应 证 明 哪 个 性 质 ?” 此 时 应 证 明 BF 二 CF ,这 就 是 第 六 个 思维 节点 . 

接 下 来 就 是 “应 选用 哪 条 全 等 三 角形 的 判定 定理 进行 证 明 ”, 应 选取 S.S.S. 
来 证 明 这 两 个 三 角形 全 等 ,这 就 是 第 七 个 思维 节点 . 

问题 转化 为 应 证 BF 二 CF ,一 轮 应 用 全 等 三 角形 的 分 析 过 程 到 这 里 就 完成 
了 , 接 下 来 就 可 以 开始 第 二 轮 的 全 等 三 角形 证 明 的 分 析 过 程 ,直到 分 析 过 程 全 
部 完成 . 

如 果 有 的 学 生 是 根据 这 个 问题 所 给 出 的 条 件 AB 
一 AC 开始 思考 的 (图 4-3-5), 那 么 这 时 思维 活动 就 
进入 了 第 二 个 思维 节点 ,这 次 选择 当然 也 是 有 道理 的 ， 
所 以 系统 也 可 以 给 出 相应 的 理由 以 供 判 断 和 选择 :@ 
出 现 了 两 条 相等 的 线段 ;@ 出 现 了 两 条 具有 公共 端点 
的 相等 线段 ;@ 出 现 了 两 条 平移 的 相等 线段 ;四 出 现 了 
两 条 关于 AF 成 轴 对 称 的 相等 线段 .这 次 的 选择 中 有 两 
个 选项 是 正确 的 ,可 以 使 思维 过 程 进 行 下 去 .如 果 学 生 
选择 的 是 两 个 错误 的 选项 ,那么 同样 可 以 给 出 发 生 错 
误 的 原因 ,并 进行 评价 . 

如 果 选 择 的 是 正确 的 选项 一 一 出 现 了 两 条 具有 公 
共 端 点 的 相等 线段 ,那么 系统 也 会 继续 提出 问题 :“ 应 
选取 哪个 基本 图 形 进行 证 明 ?” 这 时 思维 活动 进入 了 第 
三 个 思维 节点 .系统 同样 可 以 给 出 选项 以 供 判 断 和 选 
择 :@ 等 腰 三 角形 ;@ 等 腰 三 角形 中 的 重要 线段 ;G@) 直 
和 角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 ;@ 轴 对 称 型 全 等 三 角形 . 

在 正确 地 选择 “等 腰 三 角形 ”的 选项 后 ,系统 就 会 继续 提问 :“ 基 本 图 形 是 否 
完整 ?” 这 时 思维 活动 进入 了 第 四 个 思维 节点 .这 时 的 选项 只 有 两 项 , 即 “ 完 整 " 和 
“不 完整 ”, 正 确 的 选择 是 “不 完整 ”. 

系统 就 会 继续 提出 问题 :应 怎样 添加 辅助 线 ? 这 时 思维 活动 进入 了 第 五 个 
思维 节点 ,可 直接 填充 “联结 BC”.( 图 4-3-6) 
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接 下 来 同样 可 以 根据 这 条 思路 一 步 步 地 进行 下 去 ,直到 问题 解决 . 

对 于 在 第 一 个 思维 节点 上 出 现 的 每 一 种 可 能 情况 ,都 可 以 进行 这 样 的 讨 
论 , 在 每 一 个 思维 节点 上 ,如 果 出 现 扩散 思维 的 要 求 , 那 就 将 所 有 的 或 者 尽 可 能 
多 的 可 能 情况 列举 出 来 ;如 果 出 现 的 是 集中 思维 的 要 求 , 系 统 就 会 列举 出 若干 
种 选项 供 判 断 或 选择 ,如 选项 本 身 比较 少时 ,可 选取 判断 题 或 填充 题 来 实施 判 
断 或 选择 .每 一 种 可 能 性 在 这 样 的 讨论 过 程 中 经 过 一 步 步 深 化 发 展 ,直到 最 终 问 
题 的 解决 或 者 最 终 发 现 是 走 不 通 的 . 

在 完成 了 所 有 可 能 情况 的 讨论 以 后 ,我 们 可 以 将 每 一 种 可 能 情况 看 成 是 一 
枝 一 校 的 思路 ,包括 在 思维 发 展 过 程 中 又 派生 出 来 的 一 校 一 枝 的 思路 ,然后 将 
所 有 思路 拼 到 一 张 图 上 ,得 到 的 就 是 一 棵 树 的 形状 ,我们 称 之 为 “思维 树 ”. 

有 了 思维 树 作为 基础 ,思维 过 程 的 显示 和 评价 系统 的 核心 问题 也 就 解决 了 . 
学 生 拿 到 一 个 问题 以 后 ,他 是 怎么 开始 思考 的 ?他 在 通过 每 一 个 思维 节点 时 是 
怎么 想 的 ? 他 的 思路 是 按 哪 一 条 校 一 步 步 走 下 去 的 ?他 对 这 个 问题 的 思考 ,是 
想到 哪 一 步 想 不 下 去 了 ?他 对 这 个 问题 的 思考 ,是 想到 哪 一 步 出 现 了 错误 ? 他 
对 这 个 问题 的 思考 ,是 怎样 出 现 绕 圈子 、 思 维 循环 后 又 回 到 了 原来 的 思维 节点 
上 的 ?这 些 在 移动 终端 上 都 可 以 清 清 楚楚 地 展示 出 来 . 

以 这 样 的 方式 对 学 生 进 行 考试 测评 ,可 以 清楚 地 显示 有 多 少 学 生 的 思维 通 
过 了 第 一 个 思维 节点 ,有 多 少 学 生 顺 利 地 通过 了 第 二 个 思维 节点 ,有 多 少 学 生 
顺利 地 通过 了 第 三 个 思维 节点 ,直到 最 后 ,有 多 少 学 生 顺 利 地 通过 了 最 后 一 个 


思维 节点 而 完成 整个 问题 的 思维 过 程 ,真正 实现 了 对 学 生 的 思维 能 力 .思维 水 
平和 思维 品质 的 评价 . 
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第 四 节 ”应 用 《思维 王 》 软 件 评价 思维 过 程 


将 信息 技术 的 应 用 建立 在 思维 树 基 础 上 ,获得 的 成 果 就 是 思维 过 程 的 显示 
和 评价 系统 一 一 (思维 王 》 软 件 . 

《思维 王 》 软 件 是 一 款 最 新 研制 成 功 的 智慧 教育 软件 , 它 的 核心 功能 就 是 在 
实现 师 生 互动 的 基础 上 ,对 每 一 位 学 生 的 思维 过 程 和 思维 结果 实现 即时 的 显示 
和 评价 ,并 对 学 生 进一步 的 学 习 给 出 有 针对 性 的 个 性 化 的 指导 . 

《思维 王 》 软 件 的 使 用 

首先 ,打开 “学 生 思 维 过 程 的 显示 和 评价 系统 ”主页 ,然后 ,通过 输入 正确 的 
用 户 名 、 和 密码 、 验 证 码 进行 登录 . 


教师 用 教师 账号 点 击 登录 ,进入 《思维 王 ) 软 件 的 教师 使 用 页 面 ,如 下 所 示 . 
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“ 卫 
了 


sm 


1. 教师 账号 使 用 软件 (习题 测试 ) 
第 一 步 :点 击 左 上 角 “ 主 菜单 ”中 的 “我 的 习题 "或 者 下 方 “习题 测试 ”模块 当 
中 的 “练习 ”, 进 入 习题 搜索 功能 . 


网 | 习题 测试 咱 概念 评价 技能 评价 思维 评价 十 
所 | 


9 : 
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第 二 步 :输入 搜索 条 件 后 ,点 击 “ 搜 索 ” 按 钮 会 弹出 相应 习题 ,搜索 功能 的 目 
的 是 使 教师 方便 地 搜索 到 自己 需要 的 题目 . 

第 三 步 :每 道 习题 后 面 都 有 一 个 "收藏 夹 标志 ”, 点 击 其 中 一 道 或 多 道 习题 ， 
可 将 该 道 习 题 添加 到 收藏 夹 当 中 .收藏 夹 的 主要 作用 是 方便 教师 留存 备用 习题 ， 
有 时 搜索 到 的 题目 不 一 定 马上 就 用 ,或 一 次 搜索 的 题目 较 多 ,准备 分 几 次 用 ,有 
了 收藏 夹 , 教 师 在 选 题 方面 就 很 方便 ,可 根据 需要 随时 调整 . 

第 四 步 :点 击 “ 收 藏 夹 ”, 会 出 现 教 师 已 经 保存 在 收藏 夹 的 所 有 习题 . 

第 五 步 : 勾 选 其 中 一 道 或 多 道 习题 ,然后 点 击 “ 测 试 ”, 该 道 习 题 会 自动 添加 
到 “ 竺 测试 习题 "里 ,教师 也 可 点 击 “ 管 题 键 ” 自 temp 


o 
思维 过 程 完整 习题 

因 式 分 解 22 一 11z 十 10 
和 步骤 1 ; 观察 代数 式 可 以 发 现 什么 ? 


浊 教 击 登 殉 相 的 各 ， 一 次 模 展 敌 全 这 两 政 的 全 /党 融 硕 旦 两 天 的 要 ， 一 次 其 承 准 全 这 商 要 的 开 


前 本 吉大 瑞生 的 平方 . 中国 居 是 这 靖 数 和 的 2 信 吉首 末 雹 二 两 数 的 军 方 中卫 网 是 这 两 台 可 的 2 从 


Ea 
您 选中 的 选项 不 正确 
请 再 想 一 想 - 


第 六 步 :点 击 “ 待 测试 习题 "会 显示 教师 从 “收藏 夹 ”中 刚刚 勾 选 的 所 有 习题 . 

第 七 步 : 勾 选 其 中 一 道 习题 ,点 击 “ 执 行 键 ”, 则 学 生 可 在 自己 的 账号 里 找到 
该 道 习 题 ,然后 学 生 即 可 点 击 “ 答 题 键 ”进行 答题 ;教师 也 可 以 点 击 “ 管 题 键 " 同 
时 查看 这 道 习题 的 分 析 过 程 . 
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使 收藏 下 (3) 


因 式 分 解 ;太一 11z 寺 10 
I9TOmI335.6742 
v 
季 老 师 2016-04 | 
19T0913.49.1517 


因 式 分 遂 ; ?一 122 十 11 


庆 式 分 解 : 2 一 23z 十 12 


A9TO%}R49,7572z 


我 的 习 歇 ~ ans 二 二” 可 老师 溉 出 


和 名 因 式 分 解 : 5 一 2 十 10 


李 老 师 2016-04- 
19708:33:37 411Z 


因 式 分 解 : 于 一 13z 十 12 
地 老师 。 2016-04 
19T08:3339.375Z 


a 


地 老师 2018-04 
S10836272412 


第 八 步 :学 生 在 自己 的 电脑 上 答题 ,将 思维 过 程 在 电脑 上 一 步 一 步 展 示 出 
来 ,教师 可 根据 测试 的 实际 情况 ,适当 进行 测试 的 管理 工作 ,包括 巡视 、 时 间 控 
制 等 . 

第 九 步 :教师 点 击 “ 停 止 刍 ”, 则 学 生 将 不 能 继续 进行 答题 ,然后 教师 点 
“结束 ”按钮 ,该 道 习 题 会 自动 添加 到 “已 测试 习题 ”模块 当中 ,表明 该 道 习 题 测 
试 完成 . 


44) ”本 才 炳 。 司 出 


| 
Doni 
| 
I >] 
二 
地 老师 2015-04 
19T08:33:37.411Z 


>» 


李 老 师 2016.04 
19T083339375Z 


»@ 


李 老 师 2016-04 
19108:36:22.2412 


因 式 分 解 ; 2 一 13z 十 12 


关 式 分 解 : 工 一 12z7 十 31 
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透明 的 几何 
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Eo | m6) 


区 天 式 分 钴 -一 1lz 寺 10 


国 式 分 解 : zz 一 13z 十 12 


因 式 分 解 ; ?一 12 十 世 


第 十 步 : 当 所 有 的 学 生 答题 结束 后 , 点击“ 思维 统计 ”, 会 得 到 全 班 学 生 单 道 
题 逐 一 的 答题 情况 (包括 完成 与 未 完成 的 人 数 、 每 一 个 思维 节点 未 通过 的 人 数 ). 


o 
m3 
PHN Fk 屋 本 一 个 昌 赴 世 旋 
人 
[3 
bh 
入 共 要 4 学 主 【 信人 党 共和 人 类 100% | 腊 -下 天 5 和 
了 
5 ere /I 昌 
BCPC 7 =m 
豆 寺 有 有 重生 存放 角 六 
三 一 步 合演 信人 么 7 十 了 全 
如 
Rt + 
久 硕 素 革 和 尝 革 至 六 如 多 7 + 字 和 对 坟 
td + 


第 十 一 步 :点 击 “ 概 念 测评 ”, 会 得 到 全 班 学 生 关 于 测试 概念 或 知识 点 的 管 
题 统计 情况 以 及 最 近 八 次 对 同一 概念 或 知识 点 掌握 情况 的 发 展 走势 ,点 击 相应 
星 级 会 看 到 该 级 别 的 学 生 名 单 . 星 级 级 别 会 随 着 学 生 答题 正确 数量 的 增加 而 增 
加 , 随 着 错误 数量 的 增加 而 减少 . 


| 
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第 四 章 ”评价 思维 过 程 


第 十 二 步 :点 击 “ 技 能 评测 ”, 会 得 到 全 班 学 生 关 于 测试 技能 掌握 的 答题 统 
计 情 况 以 及 最 近 八 次 对 同一 技能 掌握 情况 的 发 展 走势 ,点 击 相应 星 级 会 看 到 该 
级 别 的 学 生 名 单 . 星 级 级 别 会 随 着 学 生 答 题 正确 数量 的 增加 而 增加 , 随 着 错误 数 
量 的 增加 而 减少 . 


第 十 三 步 ; 点 击 “ 思 维 评测 ”, 会 得 到 全 体 学 生 的 答题 统计 情况 ,包括 每 一 星 
级 级 别 的 学 生 人 数 , 点 击 相应 星 级 会 看 到 该 级 别 的 学 生 名 单 . 星 级 级 别 会 随 着 学 
生 答 题 正确 数量 的 增加 而 增加 , 随 着 错误 数量 的 增加 而 减少 . 


{来 坟 新 全 出 


掌 辟 得 反超 内 


， 各 hd 
了 | Mm 
M bl 是 
和 如 I 
ST mh 
Tr Wz* [2 条 4 水 Ee We 这 7 Ry 


第 十 四 步 :教师 可 选择 不 同班 级 ,查看 每 个 班级 的 答题 统计 情况 . 


305 
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一 一 互联 网 + 平面 几何 的 新 实践 


~ 两 数 和 的 平方 翁 起 


知识 点 正 蕊 下 若 执 ' 
' 

和信 公 因 式 | | 
1 

vv 于 的 平方 公式 lad 
多 了 

上 


vv 两 下 平方 短 全 项 


拿 娠 程度 区 势 


rp pF 


2. 学 生 账号 使 用 软件 (习题 测试 ) 

第 一 步 :点 击 左 上 角 “ 主 菜单 ”当中 的 “我 的 习题 ”或 者 下 方 “习题 测试 ”模块 
当中 的 “练习 ”, 进 入 习题 搜索 功能 . 

第 二 步 :进入 习题 搜索 功能 后 会 看 到 教师 推送 的 所 有 习题 . 

第 三 步 : 点 击 “ 答 题 键 ”, 学 生 会 进入 答题 界面 ,按照 页 面 的 指引 一 步 一 步 进 
行 操作 ,答对 的 步骤 会 直接 跳 到 下 一 步 , 答 错 的 步骤 会 给 出 相应 的 指引 直到 答 
对 为 止 ,然后 继续 下 一 步 ; 若 在 答题 过 程 中 遇 到 答题 困难 无 法 继续 进行 ,可 点 击 
“放弃 键 ? 或 “返回 键 ? 结 束 答题 , 


国 式 分 解 ; 好 一 12x 十 11 


E2016-04 
19TO8AR15.3327 
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第 四 章 ， 评 价 思 维 过 程 


思 堆 过 程 
国 式 分 解 : xz? 一 13z 十 12 
步 可 1 : 观察 代数 式 可 以 发 现 什么 了 
没有 和 公司 天 
步 榨 2 : 侠 续 观察 还 可 以 发 现 什么 ? 
玖 有 三 请 
株 3 : 继续 观察 还 可 以 发 现 什么 ? 
军 数 而 汗 病 禾 欣 积 ， 一 次 顶 局 阴 攻 这 商 各 的 和 
‘和 葡 订 区 便 两 吉 的 半 放 中 全 网 奸 久 两 者 红 的 2 组 


7 二 的 什 千 两 教 的 可 ，” 交 项 素数 是 这 其 数 的 和 
肌 站 下 斋 是 山 榴 的 四 万 中 全 这 是 这 丙 数 RB92 传 


PE 


你 选中 的 选 需 不 正确 
请 再 想 一 想 ~ 


第 四 步 :完成 全 部 答题 后 ,点 击 “ 数 据 分 析 ”, 会 看 到 自己 的 错误 ,错误 发 生 
在 哪 一 步 和 发 生 错 误 的 原因 等 信息 . 
cmpa 


Me 
Re 
me 
we 


第 六 步 :点击 “ 习 题 推 荐 ”, 系统 会 根据 学 生 在 测试 中 发 生 的 错误 、 产 生 
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错误 的 原因 以 及 学 习 上 的 不 足 ,有 针对 性 地 推荐 适量 的 习题 , 供 继续 学 习 


第 七 步 : 在 教师 点 击 “ 结 束 ” 按 钮 后 ,学 生 可 点 击 “ 概 念 评测 ”, 会 得 到 本 人 关 
于 概念 或 知识 点 的 答题 统计 情况 以 及 最 近 八 次 对 同一 概念 或 知识 点 掌握 情况 
的 发 展 走势 ,也 可 浏览 本 人 掌握 概念 和 知识 点 的 星 级 情况 . 


犊 线程 其 车 执 


Dab D2 筑 光 ET MSs WEr WW Pr 


第 八 步 : 点 击 “ 技 能 评测 ”, 会 得 到 本 人 关于 技能 的 答题 统计 情况 以 及 最 
近 八 次 对 同一 技能 掌握 情况 的 发 展 走势 ,也 可 浏览 本 人 掌握 技能 的 星 级 
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性 正确 短 雪 2 
者 镑 芝 逢 数 : 6 


拿 拔 程 访 若 势 


ES E22 Ea 若 砍 Ea NEA 7 太 Er 


第 九 步 : 点 击 “ 思 维 评测 ”, 会 得 到 本 人 关于 思维 能 力 测评 指标 的 统计 情况 
以 及 最 近 八 次 在 逻辑 思维 能 力 方面 的 发 展 走势 ,也 可 浏览 本 人 在 逻辑 思维 能 力 
发 展 方面 所 达到 的 星 级 情况 . 


| 3 正确 字 才 人 


举 握 程度 菇 胡 


ET 2 ES bs 荐 3 Rx pe he 
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附录 :几何 王 》 软 件 注册 系统 


一 、 常 规 情 况 


第 一 步 :请 用 手机 扫描 以 下 二 维 码 , 跳 转 至 软件 的 注册 页 面 . 在 电脑 上 操作 
的 用 户 ,请 在 浏览 器 中 手动 输入 网 址 :http://jc.001jihe.com. 


口 | 3| 口 


第 二 步 : 请 输入 注册 信息 时 需要 的 用 户 名 (请 使 用 手机 号 )、` 初 始 密码 ,确认 
密码 后 ,点 击 “ 点 击 注册 ”按钮 ,将 会 跳 转 到 该 注册 账户 的 用 户 激活 页 面 . 


(3 几何 王 软件 注册 系统 


请 输入 用 户 名 (手机 号 ) : 


请 输入 密码 : 


请 确认 密码 : 
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附录 :《 几 何 王 ?软件 注册 系统 


第 三 步 :请 将 本 书 中 印刷 的 八 位 激活 码 ( 区 分 大 小 写 ) 正 确 输 入 到 激活 码 文 
本 框 中 ,点 击 “ 点 击 激活 ”按钮 后 完成 激活 操作 . 


(几何 王 软件 激活 系统 


请 输入 书页 上 的 8 位 激活 码 (如 : A7872FB4) : 


第 四 步 : 建 议 用 户 使 用 电脑 打开 并 且 使 用 《几何 王 ) 软 件 , 网 址 为 :http:// 
www.001jihe.com，, 点 击 右 上 角 “ 用 户 登 录 ”. 


re 


mtg, ms AR 
中 Er ~ Be Sr tre 4 


| 


i 5 二 全 天 


全 
Nat 


第 五 步 :输入 刚才 注册 的 用 户 名 和 密码 即 可 正常 使 用 .请 妥善 保存 您 的 用 户 
名 和 密码 , 祝 您 使 用 愉快 ! 


311 


透明 的 几何 


一 一 互联 网 + 平面 儿 何 的 新 实践 | 


二 、 特 殊 情况 


第 一 步 : 请 直接 登录 http://www.00l1jihe.com 进行 用 户 注册 与 充值 激活 . 
进入 主页 后 点 击 右 上 角 “ 用 户 登 录 ”. 


第 二 步 :进入 登录 页 面 以 后 ,点 击 “ 注 册 ” 按 钮 进行 用 户 注册 .如 已 注册 ,请 直 
接 输 入 正确 的 用 户 名 ,密码 和 验证 码 后 点 击 “ 登 录 ” 按 钮 ,直接 进入 第 四 步 . 


加 sre 


[SW 
, ke Si 
Se TN 
a -一 所 


Ww 


第 三 步 : 输 入 注册 信息 后 ,点 击 “ 注 册 ” 按 钮 进行 注册 . 
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附录 :《 几 何 王 》 软 件 注 册 系 统 


[ 几何 王 


全” 上 用 户 登 录 :+ 


人 ssn 


[4 几何 于 


也 


注意 + 所 有 内 容 鬼 为 必 坊 ,请 认真 填写 ! 


AN 
A 

Y 

[| i 可 
功 司 
| 
北 E 由 ， MD Wm es 
We i 区 | 四 
arwreeaewv eure Jet 


第 四 步 ; 注 册 完 成 后 会 跳 转 到 “用 户 中 心 ”页 面 ,点 击 左 边栏 的 “充值 ”或 右 
边 页 面 的 “充值 ”按钮 进入 充值 页 面 


t 欢迎 您 登录 几何 王 网 并 其 1 几何 王 为 您 排 供 一 深 的 平面 几何 学 习 秆 从 ， 在 这 里 ,您 可 以 任意 洲 有 
滤 可 受 /几何 的 不 起 1 y 


2 am 


透明 的 几何 


二 到 联网 + 页 儿 有 的 新 实 式 上 


第 五 步 :输入 本 书 中 印刷 的 八 位 激活 码 ( 区 分 大 小 写 ) ,点 击 “ 确 认 充值 ” 按 
钮 完成 充值 . 


充 叶 民明 ; 请 在 上 方 输入 您 网 式 的 充值 卡 台 与 事 码 ， 圾 后 占 击 确认 专 成 充 塌 * 卡 倒 密码 为 一 次 性 合用 
砚 值 完 成 后 部 作 店 。 充 植 过 程 中 如 刘 色 问 般 ， 请 立即 联系 批 们 的 音 限 黎 得 帮助 * 
注 登 清 立 于 拌 党 从 的 充值 卡 更 * 读 卡 不 记名 ， 寻 失 趟 补 ! 


We 


第 六 步 : 充 值 完成 后 即 可 正常 使 用 .请 妥善 保存 您 的 用 户 名 和 密码 , 视 您 使 
用 愉快 ! 


nn 一 - - 

账 这 理 欢 邓 和 基 某 几何 王 网 和 由 + 人 位 王 放 您 提供 一 流 的 下 太 何 学 习 平 癌 ， 在 这 里， 亿 本 以 任 党 1 

-查看 信息 2 二 济 ， 吾 要 几 同 的 年 独 1 r 
a \ 

- 入 小 信息 a 
PE 

“A [mmr 2 

充 稍 信息 

- 充 负 

- 充 他 记 寻 

-hl 


做 中 国教 育 软件 的 精品 
创 中 国教 育 软件 的 名 幅 


台 系 发 们 Contact Ws 


上 海 莘 越 软件 科技 有 限 公司 

dd 
本 城市 板 人 心 1 号 械 8201 宣 

般 疏 角 码 :200090 

天 租 叭 滑 ; 4000F117-557 

网 址 www gaomkingicorm 

洪 予 部 入 soryhoeggoomkingcom 


扫 二 维 码 ， 关 注 我 们 
欢迎 您 远 入 启迪 智慧 的 大 门 ! 
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